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Nous introduisons une semi-norme sur un espace de fonctions C sur un espace
syme trique re ductif GH. Nous montrons que les fonctions C , K-finies, propres
sous l’action de l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels G-invariants, et pour lesquelles
cette semi-norme est finie, de me^me que pour ses de rive es par les e le ments de
l’alge bre enveloppante de l’alge bre de Lie de G, sont tempe re es. Re ciproquement,
on explicite cette semi-norme pour les fonctions tempe re es K-finies qui sont propres
pour un caracte re re gulier de l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels G-invariants.
L’application de ces re sultats aux inte grales d’Eisenstein permet d’e tablir des rela-
tions d’orthogonalite de Schur ge ne ralise es. Notre travail ge ne ralise et pre cise des
re sultats de H. Midorikawa (1988, Adv. Stud. Pure Math. 14, 257287) pour les
groupes.  2001 Academic Press
Mots-cle : espace syme trique re ductif ; repre sentation des groupes et des alge bres
de Lie; de veloppements asymptotiques et convergents; terme constant d’une fonction
tempe re e; inte grales d’Eisenstein.
We introduce a seminorm on a space of C functions on a reductive symmetric
space GH. We show that the C K-finite eigenfunctions of the algebra of all
G-invariant differential operators on GH for which this semi-norm is finite, as well
as for their derivatives from the left, are tempered. Reciprocally, we make explicit
this seminorm for the K-finite tempered eigenfunctions with a regular character.
Applying those result to Eisenstein integrals, we obtain general Schur orthogonality
relations. Our work generalizes and specifies the results of H. Midorikawa (1988,
Adv. Stud. Pure Math. 14, 257287) in the group case.  2001 Academic Press
0. INTRODUCTION
Les coefficients de la se rie discre te d’un groupe de Lie unimodulaire G
appartiennent a L2(G) et on peut calculer leur produit scalaire L2 gra^ce
aux relations d’orthogonalite de Schur. Plus pre cise ment, si (?, H) est une
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(?( g)v, w)(?( g) v$, w$) dg=d&1? (v, v$)(w, w$) (0.1)
ou d? de signe le degre formel de ?.
Lorsque G est re ductif, H. Midorikawa a montre qu’on peut de finir un
produit scalaire ‘‘intrinse que’’ sur l’espace engendre par les coefficients de toute
repre sentation irreductible tempe re e a caracte re infinite simal re gulier de sorte
que les relations d’orthogonalite de Schur aient encore lieu. Une telle repre sen-
tation (?, H) est induite a partir d’un sous-groupe parabolique cuspidal de G,
dont on note r le rang de ploye . On fixe un sous-groupe compact maximal
K de G et on note d( g) la distance de gK a l’origine dans l’espace riemannien
syme trique GK. Alors (Relations d’orthogonalite de Midorikawa):
il existe une constante d?>0 telle que, pour tous vecteurs K-finies v, v$,





(?( g) v, w)(?( g) v$, w$) e&=d( g) dg=d&1? (v, v$)(w, w$) (0.2)
Il est bien connu que les relation d’orthogonalite de Schur (cf. (0.1)) ont un
analogue pour les se ries discre tes des espaces syme triques ou l’on remplace
les coefficients de repre sentations par des coefficients ge ne ralise s. Mainte-
nant, suite aux de veloppements re cents de l’analyse harmonique sur les
espaces syme triques re ductifs, on peut espe rer un analogue des relations de
Midorikawa (cf. (0.2)) pour ces espaces. L’objectif de ce travail est de
re pondre a cette question, en pre cisant de plus la constante d? . Celle-ci
n’e tait pas connue dans les relations de Midorikawa.
Soit G un groupe de Lie re ductif dans la classe de Harish-Chandra, H un
sous-groupe ouvert du groupe de points fixes d’une involution _ de G et K
le groupe des points fixes d’une involution de Cartan % de G commutant
avec _. Soit q (resp. s) le sous-espace propre de l’alge bre de Lie g de G,
correspondant a la valeur propre &1 de _ (resp. %). Pour toute la suite de
ce travail, a< de signera un sous-espace abe lien maximal de s & q.
Pour simplifier la pre sentation des re sultats, on supposera en outre que G est
semi-simple de centre fini. Soit B la forme de Killing de g. Pour X # g, on pose
&X& :=(&B(X, %(X))12. Pour X#s&q et g#K exp(X)H, on pose ( gH) :=&X&.
Soit dx une mesure G-invariante a gauche sur GH. Pour r>0 et
f # C(GH ) on note:
& f &2, r :=\ lim=  0 =r |GH | f (x)|2 e&=(x) dx+
12
ou lim de signe la limite supe rieure.
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Soit / un caracte re de l’alge bre D(GH ) des ope rateurs diffe rentiels sur
GH invariants par l’action gauche de G. On note Hr(GH, /) l’ensemble
des fonctions, f, C sur GH, ve rifiant:
(i) Df=/(D) f, D # D(GH ).
(ii) Pour tout U e le ment de l’alge bre enveloppante U(g) de gC ,
&L(U ) f &2, r est fini, ou L est la diffe rentielle de la repre sentation re gulie re
gauche de G sur C(GH ).
The ore me (cf. The ore me 1). (i) L’ensemble Hr(GH, /) est une espace
vectoriel. Muni de la semi-norme & &2, r et de l ’action re gulie re gauche, c’est un
G-module topologique dont le sous-espace des vecteurs K-finis, Hr(GH, /)(K ) ,
est dense.
(ii) De plus, ce dernier est forme de fonctions tempe re es au sens de
[D1, De finition 2].
Le point (i) (resp. (ii)) est une ge ne ralisation aux espaces syme triques du
re sultat de H. Midorikawa [Mi2, Lemme 4.1 et 4.2] (resp. [Mi2, Lemme
4.5]) dans le cas des groupes.
Il est a noter que l’introduction de la limite supe rieure dans notre de fini-
tion permet d’assurer que Hr(GH, /) est un espace vectoriel.
Nous faisons l’Hypothe se suivante sur /.
Hypothe se 1. (i) Il existe une fonction non nulle, tempe re e, K-finie qui
se transforme sous D(GH ) par /.
(ii) Le caracte re / est re gulier.
Pour simplifier les notations, on suppose qu’il existe une seule (H, P<)-
double classe ouverte de G, ou P< est un sous-groupe parabolique _%-stable
minimal de G. On note P l’ensemble des sous-groupes paraboliques _%-stables
de G contenant P< . Si Q # P, on note Q=MQAQNQ la _-de composition de
Langlands de Q et on pose LQ :=MQ AQ . Pour n # N, on note Pn l’ensemble
des e le ments Q de P ve rifiant dim aQ=n. Soit f un e le ment de l’espace
Atemp(GH, /)(K ) , forme des fonctions tempe re es K-finies sur lesquelles
D(GH) agit par /. Notons fQ (au lieu de fQ dans [C, The ore me 1]) le terme
constant de f le long du sous-group parabolique de G, Q , oppose a Q. Alors,
la re gularite de / implique que fQ , s’e crit d’une manie re unique (cf.
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ou la somme est finie et ou pour chaque s, fQ, s est une fonction C  sur
LQ LQ & H qui se transforme sous AQ par un caracte re unitaire /s , ces
derniers e tant deux a deux distincts.
The ore me (cf. The ore me 3). (i) En supposant l ’Hypothe se 1 satisfaite,
il existe un unique entier positif i(/), tel que pour toute fonction f non nulle
de Atemp(GH, /) (K ) et tout nombre re el r, on a & f &2, r est fini si et seulement
si ri(/).
En particulier Hr(GH, /) (K )=Atemp(GH, /)(K ) si ri(/). De plus & &2, r
est nulle sur cet espace si r>i(/).
(ii) Pour chaque Q # Pi(/), et pour chaque s de la somme ci-dessus
(cf. 0.3), la restriction de fQ, s a MQMQ & H est de carre inte grable, de plus,
il existe C(Q)>0 telle que
& f &22, i(/)= :




ou & fQ, s&2 est la norme L2 de la restriction a MQ MQ & H de fQ, s .
Remarque. Dans le cas ou G=G1_G1 et _ est l’e change des facteurs,
H. Midorikawa [Mi2] avait montre que & f &2, i(/) est fini sans en donner
une formule explicite.
Pour de montrer le The ore me 3 on utilise, gra^ce a notre choix de mesure
(cf. 91), la formule inte grale qui permet de transformer l’inte gration sur
GH en une inte gration sur la chambre de Weyl ne gative a&P< correspondante
au P< . Puis, on e crit a&P< comme re union finie et disjointe (a un ensemble de
mesure nulle pre s) de sous-ensembles ouverts donne s par des ine galite s affines.
A chaque e le ment O de cette partition est associe un e le ment Q de Pi(/). Pour
X # a< , on note \Q(X ) la moitie de la trace de ad(X) dans l’alge bre de Lie nQ
de NQ . Alors e\QfQ b exp fournit une bonne approximation de f b exp sur O. On
obtient ensuite une estimation de la diffe rence entre f et ses termes constants
(cf. The ore me 2), plus fine que celle donne e par J. Carmona (cf. [C, Proposi-
tion 7]), gra^ce a l’hypothe se de re gularite de /. Ceci permet de remplacer dans
le calcul de contribution de O a & f &22, i(/) , f par e\Q fQ , gra^ce au The ore me
de la convergence domine e. Le calcul de cette contribution est effectue
gra^ce au Lemme de RiemannLebesgue, a l’e criture (0.3) de fQ , et a
l’utilisation re pe te e du The ore me de la convergence domine e. La somma-
tion sur les O conduit alors au re sultat voulu.
Soit P # P et P=MAN sa _-de composition de Langlands. On suppose
que MM & H admet une se rie discre te et on choisit un sous-espace abe lien
maximal, adM , de i(m & q) contenu dans i(m & q & k). Soient ($, V$) un
e le ment du dual unitaire de M, et & # (a)*C . On dispose de la se rie principale
ge ne ralise e C, (?P$, & , I
P
$, &) (cf. [D1, 93]), et de sa re alisation compacte
66 KARIM ANKABOUT
(? P$, & , I
P
$ ). Soit ’ un vecteur distribution H & M-invariant ‘‘de carre inte grable’’
de ($, V$) (cf. [CD2, e quation (1.3)]), qu’on suppose D(MM & H)-propre
pour une valeur propre 4 de (adM)*.
On dispose d’une fonction continue sur G a valeurs dans V&$ , j(P, $, &, ’),
H-invariante a gauche valant ’ en l’identite de G et se transformant par
a&&\P $$(m&1) sous la translation a droite par man, m # M, a # A, n # NP .
Ces proprie te s sont caracte ristiques de cette fonction qui de termine un
vecteur distribution H-invariant de ?P$, & (cf. [CD1, (2.4.6)]). On notera
j (P, $, &, ’) la forme line aire continue correspondante sur I P$ . La fonction
& [ j (P, $, &, ’) admet un prolongement me romorphe a (a)*C (cf. [D1,
Lemme 3]).
The ore me (cf. The ore me 6). On fixe & # i(a)* tel que j (P, $, &, ’) soit
de fini et tel que 4&& soit re gulier par rapport aux racine de ad :=adM+a
dans gC .





|( (? P$, &)$ ( g) j (P, $, &, ’), .) |
2 e&=( g) dg H
=C+P($, &)&1 &’&2 &.&2
ou C :=a e&&X& dX, +P($, &) est le facteur de Plancherel (cf. [CD2, apre s
l’equation (3.8)]), et ou &’& est de finie dans (cf. [CD2, e quation (1.5)]).
On dispose du lien entre les inte grales d’Eisenstein et les coefficients
ge ne ralise s du the ore me pre ce dent (cf. [CD2, 93.1]). Alors l’expression
explicite des termes constants des inte grales d’Eisenstein a l’aide des fonc-
tions C et le The ore me 3, permettent de de duire le re sultat pre ce dent.
Comme on l’a de ja dit, dans le cas de G1_G1 , ce re sultat permet de
pre ciser la constante d? dans les relation d’orthogonalite de Midorikawa
(cf. (0.2)).
1. NOTATIONS
Si E est un espace vectoriel, on notera E* son dual. Si E est re el on note
EC son complexifie , S(E ) l’alge bre syme trique de EC que l’on identifiera
aux fonctions polynomiales sur E* lorsque E est de dimension finie.
Si S est un groupe de Lie, S 0 de signera la composante connexe de
l’e le ment neutre e de S, s son alge bre de Lie, U(s) l’alge bre enveloppante
de sC . Si S est re el, on note 0S l’intersection des noyaux des homomor-
phismes continus de S dans R+*. Si (?, E ) est une repre sentation du
groupe de Lie S (resp. de l’alge bre de Lie s), on note E S (resp. E s) l’espace
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des e le ments de E invariants sous S (resp. s). Si _ est une involution de S,
on utilise e galement la me^me notation pour de signer l’automorphisme de s
obtenu par diffe rentiation et son prolongement C-line aire a sC .
Si M est une varie te de classe C muni d’une structure de S-espace a
gauche (resp. droite) de classe C et E un espace de Fre chet, on note
(x, f ) [ L(x) f (resp. (x, f ) [ R(x) f ), x # S, f # C(M, E), l’action induite
sur C(M, E). On note encore L (resp. R) l’action infinite simale corres-
pondante de U(s).
Pour toute sous-alge bre abe lienne j de s (resp. sC) forme e d’e le ments
semi-simples et tout sous-espace b de s (resp. sC) stable sous l’action
adjointe de j, on note 7(b, j)/j* (resp. j*C) l’ensemble des poids non nuls
de j dans b (resp. bC). Pour : # j* (resp. j*C), on note b: le sous-espace
radiciel correspondant dans b. Si 7(b, j) est un syste me de racines, on note
W(b, j) le groupe de Weyl correspondant.
Si S est en outre compact, on notera S son dual unitaire. Si (?, E ) est
une repre sentation continue de S dans un espace vectoriel localement
convexe, on note E(S) l’espace des vecteurs S-finis, et pour tout $ # S , on
notera E $ la composante isotypique de type $ de E.
Soient G un groupe de Lie re ductif dans la classe d’Harish-Chandra (cf.
[Va, part II, 91.1] ou aussi [H-C2, 93]), _ une involution de G, % une
involution de Cartan qui commute avec _ (voir [B2, Proposition 1.1],
pour l’existence de %), K l’ensemble des point fixes de %, qui est un sous-
groupe compact maximal de G, et H un sous-groupe ouvert de G_. On note
g (resp. h, k) l’alge bre de Lie de G (resp. H, K ), et s (resp. q) le sous-espace
propre de g correspondant a la valeur propre &1 de % (resp. _). L’espace
homoge ne GH est dit espace syme trique re ductif. Un sous espace de
Cartan pour GH est un sous espace abe lien maximal de q constitue
d’e le ments semi-simples. Tous les sous-espaces de Cartan de GH ont la
me^me dimension que l’on appelle le rang de l’espace syme trique GH.
On se fixe une forme biline aire syme trique B sur g, Ad(G )-invariante,
telle que la forme quadratique sur g, X [ &X&2 :=&B(X, %(X )), soit de finie
positive. On suppose en outre que B est invariante par _ et %, co@ ncide avec
la forme de Killing sur g1 :=[g, g] et que le centre de g, z, est orthogonal
a g1 .
On dispose (cf. [B1, 92]) d’une application G : G [ [0, +[ telle que:
G(k exp X )=&X&, k # K, X # s. (1.1)
Dans toute la suite de ce travail, a< de signera un sous-espace abe lien
maximal de q & s. Soit g_% :=(k & h) (s & q), qui n’est autre que l’ensemble
des points fixes de l’involution _% de g. On fixe une fois pour toute un ensemble.
7+_% , de racines positives du syste me de racines 7_% :=7(g_% , a<) (cf.
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[R, 91.2]). On note a&< la chambre de Weyl ne gative correspondante. On
a la de composition [B2, Corollaire 1.4]:
G=Kcl(A&<)H (1.2)




< . On introduit, comme dans
[B1], 92, l’application, , de GH dans [0, +[ , de finie par:
(kah)=&log a&, k # K, a # A< , h # H (1.3)
qui est K-invariante a gauche et H-invariante a droite. On note L< le
centralisateur de a< dans G, L<=M<A< sa _-de composition de Langlands
[B3, 92], et m< l’orthogonal de a< dans l< :=Lie(L<) pour la forme
biline aire B. On notera P (resp. Pmin) l’ensemble (fini) des sous-groupes
paraboliques _%-stables de G (resp. _%-stables minimaux de G), contenant A< .
Pour P # P, on notera LP :=P & %(P) sa composante de Levi %-stable, NP son
radical unipotent et P=MPAPNP sa _-de composition de Langlands. Notons
que M< est contenu dans MP et AP est contenu dans A< . En particulier,
on note G=MGAG la _-de composition de Langlands de G. Ici, MG :=
0G exp(z & s & h), et AG est le sous-groupe de la composante de ploye e de G
forme des e le ments a de celle-ci tels que _(a)=a&1. On l’appelle com-
posante _-de ploye e de G. Notez que H est contenu dans MG . De plus,
on a:
(MG H )_aG est diffe omorphe a GH par l’application
(1.4)
(x, X ) [ (exp X )x.
Si P # P, les sous-groupes LP et MP sont dans la classe d’Harish-Chandra
et sont invariants par _ et %. De plus (LP , _|LP , %|LP , H & LP) ve rifie les
me^mes hypothe ses que (G, _, %, H ), et de me^me en remplac ant LP par MP .
On note 7P l’ensemble des poids de aP :=Lie(AP) dans nP :=Lie(NP). On
de finit l’ensemble 2P des racines simples de 7P . On pose a&P :=[X # aP |
:(X )<0, : # 2P], et A&P :=exp a
&
P . Si P< # P
min est tel que 7P< contient
7+_% , on dit que P< est standard. On note P
min
st le sous-ensemble de P
min
forme de ces e le ments. Un e le ments de P sera dit standard s’il contient un
e le ment de Pminst . On note Pst l’ensemble des e le ments standards de P. On
a (cf. [B2, 92]):
cl(A&<)= .
P # P st
min
cl(A&P ). (1.5)
A chaque sous-groupe parabolique Q de G on associe le caracte re de LQ :
dQ : x [ |det Ad(x) |nQ |
12 (1.6)
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et sa diffe rentielle
\Q : lQ [ R. (1.7)
La forme B de termine un produit scalaire sur a< , ce qui de termine une
mesure de Haar sur tout sous-espace vectoriel de a< .
L’endomorphisme _% e tant e gal a l’identite sur a< , tous sous-espace




pour les valeurs propres +1 et &1. On note m: (resp. p: , q:) la dimension
de g: (resp. g:+ , g
:
&). Pour P< # P
min
st on de finit la fonction DP< sur a< ,
par:
DP< (X )= ‘
: # 7P<
|e:(X )&e&:(X ) | p: |e:(X )+e&:(X ) |q:. (1.8)
On note dx la mesure G-invariante a gauche sur GH donne e par:
|
GH







DP<(X ) f (k exp(X )H ) dk dX (1.9)
f # Cc(GH ). Ici la mesure sur K a e te normalise e a 1. Un tel choix est
possible d’apre s [F-J, The ore me 2.6].
On remarque que ce choix, joint a notre choix d’une mesure sur aG ,
conduit a un choix de mesure sur MGH, gra^ce a l’isomorphisme (1.4).
2. INTRODUCTION A L’ESPACE Hi(/)(GH, /)
On identifie l’alge bre D(GH ) des ope rateurs diffe rentiels sur GH
invariants par translation a gauche par G, a l’alge bre U(g)hU(g)h & U(g)h
agissant par repre sentation re gulie re droite sur C(GH ), qui est canoni-
quement isomorphe a l’espace des fonctions C sur G, H-invariants a
droite (cf. e.g. [B4, Lemme 2.1]). On confondra parfois un e le ment D de
D(GH ) avec l’un de ses repre sentants dans U(g)h.
On utilise les notations habituelles:
kd=k & h+i(s & h), sd=s & q+i(k & q), gd=kd+sd.
On note _d la restriction a gd du prolongement C-line aire de % a gC . Un
sous-espace abe lien maximal ad de sd, stable par _d et tel que ads :=
ad & s & q est contenu dans a< , sera dit sous-espace de Cartan standard de
sd. On notera adk :=a
d & i(k & q). Nous noterons parfois a au lieu de ads . Si
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ad est un sous-espace de Cartan standard de sd, on note Wa d le groupe de
Weyl de (gd, ad ) et #ad l’isomorphisme d’Harish-Chandra de D(GH ) sur
l’alge bre, S(ad )Wad, des fonctions polynomiales sur (ad )*C invariantes sous
Wa d (cf. e.g. [D1, 92.1]). A chaque e le ment * de (ad )*C , on associe le carac-
te re de D(GH ), /* , de fini par:
/*(D) :=#a d (D)(*), D # D(GH ).
Tout caracte re / de D(GH ) est de cette forme. Un e le ment * de (ad )*C sera
dit parame tre d’Harish-Chandra du caracte re /, si /=/* . Si f est une fonc-
tion C sur GH et * # (ad )*C , on dit que f est un vecteur propre sous
D(GH ) pour la valeur propre * (ou parfois, pour /*) si, et seulement si:
Df=#a d (D)(*) f, D # D(GH ).
Soit E un espace de Hilbert de dimension finie. Pour r>0 et f # C(GH, E)
on note:
& f &2, r :=\ lim=  0 =r |GH & f (x)&2 e&=(x) dx+
12
.
La de finition suivante ge ne ralise celle donne e dans le cadre des groupes par
H. Midorikawa [Mi2, De finition 4.2].
De finition 1. Soit r>0, { une repre sentation unitaire de K dans un
espace vectoriel de dimension finie E, et / un caracte re de D(GH ). On note
Hr(GH, /) (resp. Hr(GH, {, /)) l ’ensemble des fonctions, f, C sur GH
(resp. C sur GH et {-sphe rique (ie. a valeurs dans E et ve rifiant f (kx)=
{(k) f (x), k # K, x # GH )), telles que:
(i) Df=/(D) f, D # D(GH ).
(ii) Pour tout U e le ment de U(g), &L(U ) f &2, r est fini.
Un calcul e le mentaire donne imme diatement le re sultat suivant.
Lemme 1. L’ensemble Hr(GH, /) (resp. Hr(GH, {, /)) a une structure
d ’espace vectoriel, et & &2, r de finit une semi-norme sur cet espace vectoriel.
Remarque 1. Notre de finition de Hr(GH, /) diffe re le ge rement de celle
de [Mi2, De finition 4.2] dans le cas des groupes. En effet, pour assurer la
stabilite de Hr(GH, /) pour l’addition, nous avons remplace la limite par
la limite supe rieure.
Soit $ # K . On note /$ son caracte re normalise (i.e. /$=d$ tr $ et d$ la
dimension de la repre sentation $), de sorte qu’on a la relation d’ortho-
gonalite de Schur (cf. e.g. [K, Corollaire 1.10]).
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Lemme 2. Muni de la semi-norme & &2, r et de l ’action re gulie re gauche
de G, l ’espace Hr(GH, /) est un G-module topologique dont le sous-espace
des vecteurs K-finis, Hr(GH, /) (K ) , est dense. Plus pre cise ment, on a:
(i) Pour f # Hr(GH, /), &/$ V f &2, rd$ & f &2, r .
(ii) $ # K /$ V f converge vers f pour la semi norme & &2, r
De monstration. Pour prouver ces re sultats, qui ge ne ralisent ceux e crites
dans [Mi1], 92, pour le cas des groupes, on reprend les me thodes utilise es
dans [Mi1]. En effet, tous les ingre dients utilise s dans ce dernier, sont a
notre disposition pour le cas des espaces syme triques re ductifs. K
Soit { une repre sentation unitaire de dimension finie du groupe K sur un
espace Hilbertien E. Pour toute fonction {-sphe rique F, et toute forme
line aire ‘ sur E, la fonction ‘ b F est K-finie a gauche. Inversement, pour
toute fonction f : GH  C, K-finie a gauche, il existe une repre sentation
unitaire de dimension finie ({, E) de K, une forme line aire ‘ sur E, et une
fonction {-sphe rique, F : GH  E, telles que f=‘ b F. Plus pre cise ment, on
de finit F de GH dans L2(K ), par
F(xH )(k)=f (kxH ), x # G, k # K. (2.1)
Comme f est K-finie, le sous-espace vectoriel de L2(K ), E, engendre par
l’ensemble des e le ments, R(k) F(xH ), k # K, x # G, est de dimension finie.
On pose { :=R|E , et on ve rifie sans peine que F est {-sphe rique. De plus,
si on de signe par $e l’e valuation sur L2(K ) en e le ment neutre e, on pose
‘ :=$e |E et on ve rifie facilement que ‘ est une forme line aire sur E, et que:
f=‘ b F.
De plus, gra^ce a la formule inte grale (1.9), on a:
& f &2, r=&F&2, r . (2.2)
Nous utiliserons donc le langage des fonctions sphe riques pour e tudier le
comportement de certaines fonctions K-finies sur GH.
Soit ({, E) une repre sentation unitaire du groupe K sur un espace Hilbertien
de dimension finie.
De finition 2. Une fonction F sur GH a valeurs dans E (resp. dans C),
de classe C, {-sphe rique (resp. K-finie a gauche) est dite tempe re e si, pour
tout X # U(g), il existe un re el positif c et un entier naturel d, tels que:
&(L(X ) F(x))&c(1+(x))d 3G(x), x # GH
ou 3G( gH )=5( g_( g&1))12, g # G, 5 e tant la fonction d’Harish-Chandra.
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Remarque 2. Si F est une fonction C sur GH, {-sphe rique (resp. K-finie)
et D(GH )-finie, alors F est tempe re e si, et seulement si, F est tempe re e au
sens de [D1, De finition 2], ceci d’apre s [B2, The ore me 6.1] et [B4,
Proposition 17.2].
L’espace vectoriel des fonctions {-sphe riques tempe re es et D(GH )-finies
sera note Atemp(GH, {). Soit / un caracte re de D(GH), on note Atemp(GH, {, /)
le sous-espace de Atemp(GH, {) forme des fonctions propres pour / sous
l’action de l’alge bre D(GH ).
The ore me 1. Soit / un caracte re de D(GH ) et r>0. Toute fonction de
Hr(GH, /) (K ) (resp. Hr(GH, {, /)) est tempe re e.
De monstration. On ne fait la de monstration que pour Hr(GH, {, /),
celle pour Hr(GH, /) (K) s’en de duit gra^ce a (2.2).




&F(x)&2 e&=(x) dx<, =>0. (2.3)
Soit P< # Pminst . On note a
G
< l’orthogonal de aG dans a< . On a a<=
aG<aG . Ceci permet d’identifier les espaces (aG<)* et (aG)* a des sous-
espaces de (a<)*. On comple te la base 2P< de (a
G
<)* en une base 4P< de
(a<)* par des e le ments nuls sur aG< , et on munit a< de la base duale de
4P< , note e [|* | * # 4P< ]. Gra^ce a (1.9), la relation (2.3) implique que,
|
a&P<
&F(exp(X ))&2 DP<(X ) e
&= &X& dx<, =>0. (2.4)








_aG est contenu dans la chambre de Weyl







&= &Y+Z& dY dZ<, =>0
ou dY et dZ sont respectivement les mesures de Lebesgue sur aG< et aG .
Puis, par application du The ore me de Fubini, on voit que pour presque






&= &Y+Z& dY<. (2.5)
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Par ailleurs, pour (Y, Z) # (aG<)
&
P< , R
_aG , on a:
DP<(Y+Z)CRe
&2\P< (Y ) (2.6)
ou CR :=>: # 7P< (1&e
&2R) p:. En outre, de l’e criture Y=: # 2P< :(Y) |: ,
on de duit facilement l’existence d’une constante C>0 telle que:







car \P<(Y )<0. En reportant (2.6) et (2.7) dans (2.5), on trouve que, pour
presque tout e le ment Z # aG , on a:
|
(aG )&P< , R
&F(exp(Y+Z))&2 e&(2&=C) \P< (Y ) dY<. (2.8)
Comme aG est contenu dans D(GH ), F se transforme sous AG par un
caracte re, car elle est D(GH)-propre. Alors gra^ce a l’e galite G=MG AG ,
on peut se ramener au cas ou aG est re duit a ze ro. Cela permet, gra^ce a van
den Ban [B2, Lemme 3.1 et Remarque 2.6], de reprendre l’argument de
Casselman Milic ic [Ca.M, de monstration du The ore me 7.5, page 905] et
de prouver que pour tout exposant directeur ! de F le long de P< (voir
[D1, 92.2] pour cette de finition), et tout =>0, on a Re !&(1& 12 =C) \P<
est une combinaison line aire d’e le ments de 2P< a coefficients dans R
+. En
faisant tendre = vers 0, on de duit qu’il en va de me^me pour Re !&\P< . Il en
re sulte, gra^ce a la Remarque 2, que F est tempe re e. D’ou le The ore me. K
3. MAJORATION DE LA DIFFE RENCE D’UNE FONCTION
TEMPE RE E, D(GH )-PROPRE, SPHE RIQUE ET
DE SON TERME CONSTANT
3.1. Fonctions de types D2, 3
Soient E, I deux ensembles et J une partie de I. On notera prJ la projec-
tion de E I sur E J. En particulier si E est un espace vectoriel, la de composi-
tion E I=E J_E I"J permettra d’identifier naturellement EJ a un sous espace
vectoriel de E I. Si B est une partie de l’espace vectoriel E et A une partie
du corps de base de E, on notera A(B) l’ensemble des combinaisons
line aires d’e le ments de B a coefficients dans A. Si r est un nombre positif,
on notera Dr (resp. D) le disque ouvert de C de rayon r (resp. 1), et Dr
(resp. D ) son adhe rence.
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On se fixe P< # Pminst , et on comple te la base de (a
G
< )*, 2P< (note e aussi
2), forme e des racines simples de l’ensemble des racines positives 7P<
correspondant a P< , en une base de (a<)*, 4P< (note e aussi 4), par des
e le ments nuls sur aG< . Muni de cette base, l’espace vectoriel (a<)*C (=C(4))
est canoniquement isomorphe a C4, ce qui permettra de confondre tout
e le ment s=(s*)* # 4 de C4 a son image dans (a<)*C note e &s :=* # 4 s* *. Si
3/2, on de finit sur l’espace vectoriel C(4"3) une relation d’ordre P(2, 3)
par, ’1 P(2, 3) ’2 si et seulement si (’2&’1) # N(2"3). La relation P(2, 3)
est dite (2, 3)-ordre. Deux e le ments ’1 et ’2 de C(4"3) seront dits
(2, 3)-inte gralement e quivalents si et seulement si ’2&’1 # Z(2"3).
Si 3/4, on note :
 3
l’application de A< dans C3, de finie par:
:
 3
(a) :=(e*(log a))* # 3 .
Si a # A< et ’ # C(4"3), on pose:
a’ :=e’(log a).
Enfin, si 3/2, ’=* # 4 ’** # C(3)_N(4"3), n=(n*)* # 3 # N3 et z=





z’ :=\ ‘* # 3 e
’* log z*+\ ‘* # 4"3 z
’*
* +
ou log est la de termination principale du logarithme sur C"R&.
De finition 3. Soient 3/2 et 8 une fonction de finie sur A&P< a valeurs
dans un espace vectoriel complexe de dimension finie E. On dit que 8
admet un de veloppement de type D2, 3 (resp. D$2, 3) si, et seulement si, il
existe:
(1) un ensemble fini, S2, 3(8) (note S2, 3 , s’il n’y a pas d’ambigu@ te ),
d’e le ments (2, 3)-inte gralement ine quivalents de C(4"3);
(2) un ensemble fini, M2, 3(8) (note aussi M2, 3), d’e le ments de N2"3 ;
(3) une famille finie, (82, 3’, m )’ # S2, 3 , m # M2, 3 , de fonctions holomorphes
sur un voisinage ouvert connexe de ]0, 1[3_D2"3 (resp. ]0, 1[ 3_D2"3)
dans (C*)3_C2"3, tels que:
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(i) 8(a)= :
’ # S2, 3 , m # M2, 3
82, 3’, m (: 2
(a)) a’ logm a
 2"3
(a), a # A&P< .
(ii) Pour tout ’ # S2, 3 et tout : # 2"3, on peut choisir m # M2, 3 ,
tel que la fonction 82, 3’, m n’est pas identiquement nulle sur l’hyperplan de
C2 d’e quation z:=0.
Notation. Si 3=<, on remplacera dans tout ce qui pre ce de l’indice
(2, <) par 2.
Remarque 3. Les de veloppements donne s dans la De finition 3 sont
le ge rement plus restrictifs que ceux utilise s dans [B2, 95] pour les de velop-
pements des fonctions {-sphe riques z-finies. En effet, dans notre cas on
impose que les termes logarithmiques sont invariants par les translations
par les e le ments de AG .
Dans la suite de ce paragraphe, on pre sente certaines proprie te s de ces
de veloppements. Ces proprie te s re sultent essentiellement de [Ca.M, 96].
Nous donnons les de monstrations pour la commodite du lecteur.
Lemme 3. Soient p et q deux entiers positifs, avec qp, et . une fonc-
tion non identiquement nulle, holomorphe sur un voisinage ouvert U de
]0, 1[q_D p&q (resp. ]0, 1]q_D p&q) dans (C*)q_C p&q a valeurs dans C.
Alors, il existe:
(i) un voisinage ouvert connexe W de ]0, 1[q (resp. ]0, 1]q) dans
(C*)q, un voisinage ouvert V de ]0, 1[ q_D p&q (resp. ]0, 1]q_D p&q)
contenu dans U & (W_D p&q), et une famille de fonctions holomorphes sur
W, (.k)k # Np&q , tels que pour tout (z$, z") # V (avec z$ # (C*)q, z" # C p&q), la
se rie entie re en Z", k .k(z$)(z")k, est absolument sommable et e gale a .(z$, z").
(ii) un multi-indice n # Np&q et une fonction holomorphe sur V, , non
identiquement nulle sur chaque hyperplan de C p d ’e quation zj=0, j=q+1, ..., p;
tels que .(z)=(z")n (z).
De monstration. Soient = et r deux e le ments de ]0, 1[. Par un argument
de compacite , on choisit un voisinage ouvert connexe W=, r de [=, 1&=]q
(resp. [=, 1]q) dans (C*)q tel que W=, r_Dr p&q soit contenu dans U. Les .k
sont alors de finies sur W=, r par la formule inte grale de Cauchy comme coef-
ficients du de veloppement en se rie entie re de la fonction . en z" dans
D p&qr . Leur holomorphie sur W=, r en re sulte. On aura soin de noter que
gra^ce au principe de prolongement analytique, les fonctions .k ne de pendent
ni de = ni de r. Pour achever la de monstration de (i), on prend W e gal a la
re union des W=, r et V la re union des W=, r_D p&qr (=, r # ]0, 1[).
Montrons (ii). On de finit sur N p&q la relation d’ordre,  par mm$ si,
et seulement si m$&m # N p&q. Puis, on prend n e gal a la borne infe rieure
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pour  des multi-indices k de N p&q ve rifiant .k non identiquement nulle,
et  la fonction de finie sur V par, (z$, z") :=k # Np&q .k+n(z$)(z")k. K
Remarque 4. Soit 8 une fonction de type D2, 3 . Il re sulte du Lemme
pre ce dent qu’il existe:
 des fonctions holomorphes sur un voisinage ouvert connexe, W(8),
de ]0, 1[3 dans (C*)3, C’, k, m , ’ # S2, 3 , m # M2, 3 et k # N2"3,
 un voisinage ouvert connexe V(8) de ]0, 1[3_D2"3 dans (C*)3_
C2"3 contenu dans l’intersection de W(8)_D2"3 avec l’intersection des
domaines des fonctions 82, 3’, m , tels que:
82, 3’, m (z$, z")= :
k # N 2 "3
C’, k, m(z$)(z")k, (z$, z") # V(8). (3.1)
En particulier, si 8 est une fonction de type D$2, 3 , on peut remplacer dans
ce qui pre ce de ]0, 1[ par ]0, 1].
Soit ! # C(4"3) et m # M2, 3 . S’il existe ’ # S2, 3 et k # N2"3 tels que !=
’+&k (noter que d’apre s les proprie te s de S2, 3 (cf. De finition 3), on a
unicite de ’ et k lorsqu’ils existent), on pose C 2, 3!, m (8) :=C’, k, m . Sinon, on
pose C 2, 3!, m (8) :=0. On a alors,
8(a)= :
! # C(4"3), m # M2, 3
C 2, 3!, m (8)(: 3
(a)) a! logm :
 2"3
(a), a # A&P< .
(3.2)
Un tel de veloppement sera dit ‘‘deuxie me de veloppement de type D2, 3’’ de
8. On dira que ! # C(4"3) est un (2, 3)-exposant de 8, s’il existe m # N2"3
tel que la fonction C 2, 3!, m (8) ne soit pas identiquement nulle. L’ensemble des
(2, 3)-exposants de 8 sera note E2, 3(8). On appellera (2, 3)-exposant
directeur de 8 tout e le ment de E2, 3(8) minimal pour la relation P(2, 3) ,
et on notera E02, 3(8) l’ensemble de ces e le ments. Enfin, pour 3=< on
remplace dans les notations pre ce dentes l’indice (2, <) par 2.
Lemme 4. Soit 8 une fonction admettant un de veloppement de type D2, 3
avec S2, 3{<. Alors 8 est non identiquement nulle.
De monstration. Gardant les notations de la Remarque 4.
Soit 8 comme dans l’e nonce du Lemme. On raisonne par l’absurde et on
suppose que 8 est identiquement nulle.
Pour z$ # ]0, 1[3, on de finit la fonction 8z$ sur ]0, 1[2"3 par:
8z$(z")= :
’ # S2, 3 , m # M2, 3
82, 3’, m (z$, z")(z")
’ logm(z"). (3.3)
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Remarquons que si (z$, z") # ]0, 1[3_]0, 1[2"3, et a l’e le ment de A&P<
ve rifiant :3(a)=z$ et :2"3(a)=z", on a 8z$(z")=8(a). Il en re sulte que les
fonctions 8z$ sont identiquement nulles. Alors par application du Corollaire
B.26, Appendice B de [K] a chacune de ces fonctions, on de duit que les fonc-
tions C 2, 3!, m (8), ! # C(4"3), m # M2, 3 , sont identiquement nulles. Il en est
de me^me pour les fonctions 82, 3’, m gra^ce a (3.1). Tenant compte des
proprie te s de S2, 3 (cf. De finition 3(ii)), cela contredit le fait que S2, 3{<
et ache ve la de monstration du Lemme. K
Lemme 5. La diffe rence de deux fonctions de type D2, 3 (resp. D$2, 3) est
de type D2, 3 (resp. D$2, 3).
De monstration. Soient 81 , 82 deux fonctions de type D2, 3 et 8 :=81&82 .
Notons
8i (a)= :
’ # Si , m # Mi
(8i )2, 3’, m (: 2
(a)) a’ logm(:
 2"3
(a)), a # A&<
un de veloppement de type D2, 3 de 8 i , i=1, 2. On peut supposer que
M1=M2=M. Notons W l’intersection des domaines d’holomorphie des
fonctions (8i )2, 3’, m (’ # Si , m # M), c’est un voisinage ouvert de ]0, 1[
3_D2"3
dans (C*)3_D2"3. On note S$1 (resp. S$2) l’ensemble des e le ments ’ de S1
(resp. S2) qui sont (2, 3)-inte gralement ine quivalents a chaque e le ment de S2
(resp. S1), et on pose S1, 2 :=S1"S$1 . Pour ’ # S$i et m # M, on pose:
82, 3’, m :=(&1)
i+1 (8 i)2, 3’, m , i=1, 2.
Si S1, 2=<, les e le ments de S1 _ S2 seront deux a deux (2, 3)-inte grale-
ment ine quivalents, et on ve rifie facilement que:
8(a)= :
’ # S1 _ S2 , m # M
82, 3’, m (: 2
(a)) a’ logm(: 2"3(a)), a # A&< ;
et que cette e criture est un de veloppement de type D2, 3 de 8. Supposons
maintenant que S1, 2{<. Soit ’1 # S1, 2 , et m # M. Nous noterons ’2
l’unique e le mentl’unicite de coule des proprie te s de S2 (cf. De finition 3)
de S2 ve rifiant ’1&’2 # Z(2"3), et on posera ’ :=inf (’1 , ’2) relativement
a la relation de (2, 3)-ordre. Puis on de finit la fonction 9’1 , m sur W par:
9’ , m(z) :=(81)2, 3’1 , m(z) z
’1&’ &(82)2, 3’2 , m (z) z
’2&’ .
Cette fonction est clairement holomorphe sur W. On de duit de ce qui
pre ce de et du point (ii) du Lemme 5, qui si 9’ , m est non nulle, on peut
choisir un e le ment pm de N2"3 et une fonction 9$’ , m holomorphe sur une
voisinage de ]0, 1[3_D2"3 dans (C*)3_D2"3, non identiquement nulle
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sur chaque hyperplan de C2 d’e quation z:=0, : # 2"3, tels que 9’1 , m(z)=
9$’1 , m(z) z
pm. On pose alors, ’ :=inf[&pm+’ | m # M] (relativement a la
relation de (2, 3)-ordre), et on de finit la fonction 82, 3’, m par:
82, 3’, m (z) :=9$’1 , m(z) z
&pm+’ &’.
On note S$1, 2 l’ensemble des e le ments ’ de finis ci-dessus lorsque ’1 de crit
S1, 2 et on pose S :=S$1 _ S$2 _ S$1, 2 . L’ensemble fini (e ventuellement vide)
S est forme d’e le ments deux a deux (2, 3)-inte gralement ine quivalents de
C(4"3). De plus, on a:
8(a)= :
’ # S, m # M
82, 3’, m (: 2
(a)) a’ logm(:
 2"3
(a)), a # A&< . (3.4)
En tenant compte des proprie te s de S et celles des fonctions (8)2, 3’, m , ’ # S,
m # M, on voit clairement que l’e criture (3.4) est un de veloppement de type
D2, 3 de 8. Le lemme en re sulte dans le cas des fonctions de type D2, 3 .
Dans le cas des fonctions de type D$2, 3 , la me^me de monstration assure
le re sultat. En effet, il suffit de remarquer que dans ce cas, les fonctions
82, 3’, m construites ci-dessus ve rifient les proprie te s de sire es. K
Avec les notations de la De finition 3, le re sultat suivant se de duit
imme diatement de la de monstration du Lemme 5.
Lemme 6. Soient 81 , 82 deux fonctions de type D2, 3 et 8 :=81&82 .
Pour tout ’ # S2, 3(8), il existe ’1 # S2, 3(81) et ’2 # S2, 3(82) tels que,
inf (’1 , ’2)P(2, 3) ’
ou inf est relative a la relation P(2, 3) .
Lemme 7. Toute fonction de type D2, 3 admet un unique de veloppement
de ce type.
De monstration. On garde les notations de la de monstration du Lemme
5, en supposant que 81=82 . Il s’agit de montrer que S1=S2 , et puis que
(81)2, 3’, m =(82)
2, 3
’, m , pour tout ’ # S1 (=S2) et tout m # M. Comme
8 :=81&82 est identiquement nulle, on a S=<, gra^ce au Lemme 4. Cela
implique que S$1=S$2=S$1, 2=<, et que S1, 2=S1 . Remarquons d’abord
que si S1=< (resp. S2=<), on a 81 (=82) identiquement nulle, et gra^ce
au Lemme 4, on a aussi S2=< (resp. S1=<). Le Lemme est donc
imme diat dans ce cas. Supposons maintenant que S1 et S2 sont non vide.
Soit ’1 # S1 (=S1, 2), ’2 l’e le ment de S2 (2, 3)-inte gralement e quivalent a
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’1 , et ’ =inf(’1 , ’2). Comme ’1 # S1, 2 et ’1  S$1, 2 (ensemble vide), gra^ce a
la de finition de S$1, 2 , on a:
(81)2, 3’1 , m (z) z
’1&’ =(82)2, 3’2 , m (z) z
’2&’ , m # M, z # W. (3.5)
Soit : # 2"3. De la de finition de ’ on de duit l’existence de i # [1, 2] tel que
(’ ):=(’ i ): . D’autre part, la fonction (8i )2, 3’i , m (m # M) ve rifie la proprie te
(ii) de la De finition 3, on peut choisir donc m’i # M tel que la fonction
(8i )2, 3’i , m’i ne soit pas identiquement nulle sur l’hyperplan d’e quation z:=0.
Il en va de me^me pour la fonction z [ (8i )2, 3’i , m’i (z) z
’i&’ , car (’ ):=(’i ): .
Cela joint a l’e galite (3.5), implique que
(’ ):=(’1):=(’2): .
Ceci reste vrai pour tout : # 2"3. Mais comme ’1 et ’2 sont (2, 3)-
inte gralement e quivalents, on de duit que
’ =’1=’2
et puis, gra^ce a (3.5), que
(81)2, 3’, m =(82)
2, 3
’, m .
D’ou le re sultat annonce . K
Lemme 8. Toute fonction de type D2 est de type D2, 3 .
De monstration. Soit 8 une fonction de type D2 . On pose S2 :=S2(8)
et M2 :=M2(8). Pour obtenir une e criture de type D2, 3 , on regroupe les
termes du de veloppement de type D2 comme dans [Ca.M, page 894]. Plus
pre cise ment, si !=* # 4 !* * est e le ment de C(4) et 1/4 on note !1
l’e le ment de C(1) de fini par !1 :=* # 1 !**. On pose S(4, 3) :=[&4"3 |
& # S2]. Cet ensemble se partitionne en un ensemble fini de classes d’e qui-
valences, Si , i # I, relativement a la relation de (2, 3)-inte grale e quivalence.
Noter que pour chaque i # I, les e le ments de Si sont deux a deux (2, 3)-
inte gralement e quivalents, et ils sont (2, 3)-inte gralement ine quivalents
a ceux de Sj pour tout e le ment j{i de I. Pour chaque i # I, on associe l’e le -
ment ’i de C(4"3) de fini par, ’i :=(’ i*)* # 4"3 ou ’ i*=inf’ # Si (’*), * # 4"3.
Puis on pose S2, 3 :=[’ i, i # I]. D’apre s les de finitions des ensembles
ci-dessus, l’ensemble (fini) S2, 3 est forme d’e le ments mutuellement (2, 3)-
inte gralement ine quivalents. Pour ’ # S2, 3 et m # M2, 3 :=pr2"3(M2), on
de finit la fonction 8 (2, 3)’, m de ]0, 1[
3_D2"3 dans E, par:
82, 3’, m (z) := :




ou Mm :=[n # N3 | m+n # M2] et S’ :=[& # S2 | &4"3&’ # N(2"3)].
Gra^ce a l’holomorphie des fonctions 82&, m+m et a la de finition de S’ , on
voit que chacune des fonctions, z [ 82&, m+n(z) z
&&’ logn(z), se prolonge en
une fonction holomorphe sur un ouvert simplement connexe de (C*)3_D2"3
contenant ]0, 1[3_D2"3, et il en va de me^me pour 82, 3’, m , car les ensembles
S’ et Mm sont finis. Pour achever de prouver le lemme, il reste a voir que
la famille des fonctions 82, 3’, m satisfait a la condition (ii) de la De finition 3.
Soient ’ # S2, 3 et : # 2"3. Pour u # D2"3, & # S’ , m # M2, 3 et n # Mm , on
de finit la fonction u, &, m+n sur D3 par:
u, &, m+n(v) :=82&, m+n(v, u) u
&2"3&’2"3.
Ces fonctions sont clairement holomorphes sur D3. Par ailleurs, en raison
de la de finition de ’ # S2, 3 et celle de la de finition de S’ , on peut choisir
&1 # S’ tel que (&1):=’: . Ceci joint aux proprie te s des fonctions 82&, m+n (cf.
De finition 3(ii)), montre qu’on peut choisir m1 # N2"3, n1 # N3 et u1 # D2"3
avec (u1):=0, tels que la fonction u1 , &1 , m1+n1 ne soit pas identiquement
nulle sur D3 et donc sur ]0, 1[ 3. D’autre part, gra^ce a la de finition de S2
et celle de S’ ,
&3&&$3  Z(3), &{&$ # S’ .
De plus, on a:
82, 3’, m1 (v, u1)= :
& # S’ , n # Mm1
u1 , &, m1+n(v) v
&3 logn(v), v # ]0, 1[ 3.
Une variante du Lemme 4 applique au de veloppement ci-dessus de la fonction,
v [ 82, 3’, m1 (v, u1), permet de prouver que 8
2, 3
’, m1
n’est pas identiquement nulle.
Ceci ache ve la de monstration du lemme. K
Lemme 9. Soient 8 une fonction de type D2 , !" # E2, 3(8) et n" # N2"3,
tels que C 2, 3!", n"(8) n’est pas identiquement nulle. Alors on peut choisir ! #
E2(8) et n # N2 avec !&!" # C(3) et n&n" # N3 (i.e. n2"3=n"), tels que
C2!, n(8) ne soit pas identiquement nulle, i.e. ! # E2(8).
De monstration. On garde les notations de la De finition 3 et ceux de la
de monstration du lemme pre ce dent.
Soit &" # S2, 3 , et n" # N2"3. L’e criture de 82, 3&", n" en fonction des 8
2
&, n$+n" ,
& # S&" , n$ # N3 (cf. (3.6)), puis le de veloppement en se ries entie re des fonc-
tions 82&, n$+n" (& # S&" , n$ # N
3) (cf. Remarque 4, avec 3=<), permettent
d’avoir pour chaque z$ # ]0, 1[3, un de veloppement en se rie entie re en
z" # D2"3 de 82, 3&", n"(z$, z"), dont les coefficients sont donne s en fonction des
C2!, n$+n"(8) avec ! # C(4) et !4"3&&" # N(2"3). D’autre part, on dispose
d’un deuxie me de veloppement en se rie entie re en z" # D2"3 de 82, 3&", n"(z$, z"),
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dont les coefficients sont les termes C 2, 3!", n"(8)(z$), avec !" # C(4"3) et
!"&&" # N(2"3) (cf. Remarque 4). La comparaison de ces deux de velop-
pements conduit a la conclusion voulue. K
3.2. The ore me de majoration
Dans cette partie, on utilise les proprie te s des de veloppements asymptoti-
ques et convergent le long des sous-groupes paraboliques _%-stables de G.
On renvoie a [Ca.M, B2, BS1, D1], ou aussi [C] pour les de finitions et
les proprie te s de tels de veloppements.
On conserve les notations des sections pre ce dentes, et on suppose
toujours que P< # Pminst . On e crit parfois 2 (resp. 4) au lieu de 2P<
(resp. 4P< ).
On note P(P<) l’ensemble des sous-groupes paraboliques _%-stables de
G contenant P< . Si 3/2P< , on de finit les espaces, a3 :=: # 3 Ker :, l3
le centralisateur dans g de a3 , m3 l’orthogonal dans l3 de a3 pour la forme
biline aire B, et n3 :=: # 2P , :|a<{0 g
:. On note P3 le sous-groupe para-
bolique _%-stable de G d’alge bre de Lie p3 :=m3a3n3 , et P3=
M3A3N3 sa _-de composition de Langlands. Alors, P3 # P(P<). On
rappelle que B restreinte a l3 est non de ge ne re e, que a3 , m3 et par suite
l3 (=m3 a3) sont des sous-alge bres _ et % stables de g. De plus, si on
pose a3 :=m3 & a< , on a a<=a3a3 . Re ciproquement, e tant donne un
e le ment Q de P(P<), on peut choisir 3/2P< tel que Q=P3 . On e crit
dans ce cas aQ au lieu de a3. L’ensemble (P<)Q :=P< & LQ (resp.
(P<)*Q :=P< & MQ) est un sous-groupe parabolique _%-stable minimal de
LQ (resp. MQ) de _-de composition de Langlands (P<)Q=M< A<NQP<
(resp. (P<)*Q=M<AQN QP< ), ou N
Q
P<
:=NP< & MQ et A
Q :=A< & MQ . On
notera 7 QP< (resp. 2
Q
P<
) les e le ments de 7P< (resp. 2P< ) qui sont des poids
de a< dans l’alge bre de Lie nQP< du groupe de Lie N
Q
P< .
Si Q # P(P<), on note \P< & LQ la diffe rentielle du caracte re:
dP< & LQ : x [ |det Ad(x) |n QP< |
12
de L< , associe au sous-groupe parabolique P< & LQ de LQ (cf. (1.6)).
Soit P # Pst , on note aGP l’orthogonal de aG dans aP pour B (si P # P
min
st
on e crira aG< au lieu de a
G
P ).
Pour toute la suite de ce travail, ({, E) de signera une repre sentation
unitaire de dimension finie de K sur un espace hilbertien.
Remarque 5. Soient F une fonction de classe C sur GH, {-sphe rique,
D(GH )-propre et tempe re e. D’apre s l’e quivalence de notre de finition de
tempe rance (De finition 2) avec celle de P. Delorme [D1, De finition 2] (cf.
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Remarque 2), on voit, gra^ce a la Remarque 5 de [D1], que tout 2-exposant
! de 8$Q :=d&1Q F |A&P< ve rifie,
Re !&\P< & LQ # R
+(2)
puisque \P<=\P< & LQ+\Q .
En particulier, on a
Re ! |aG=0, ! # E
0
2(8$Q)
car la forme line aire \P< & LQ est nulle sur aG de me^me que tout e le ment
de 2.
Le lien entre les 2-exposants directeurs de 8$Q et les e le ments de l’ensemble
S2(8$Q) (cf. [Ca.M, Remarque 5.7]) implique imme diatement:
Re &&\P< & LQ # R
+(2), & # S2(8$Q)
et en particulier
Re & |aG=0, & # S2(8$Q).
Lemme 10. Soit 3/2. La restriction a A&P< d ’une fonction F de classe
C sur GH, {-sphe rique et D(GH )-propre, est de type D$2, 3 .
De monstration. Gra^ce aux re sultats de van den Ban [B2, 95], l’e nonce
est trivial pour la restriction, F1 , de F a MG H. Par ailleurs, aG est contenu
dans D(GH ), donc F se transforme sous AG par un caracte re. Ceci permet
de passer aise ment du de veloppement de F1 a celui de F, gra^ce a l’e galite
G=MGAG . D’ou le lemme. K
Hypothe se 1. Dans toute la suite de ce travail, / de signera un caracte re
de D(GH ) dont le parame tre d’Harish-Chandra est re gulier par rapport
aux racines d’un sous-espace de Cartan standard de sd dans gC , et tel que
Atemp(GH, {, /){[0].
Alors (cf. [C, Corollaire 2 de la Proposition 8]), on peut choisir, un sous
espace de Cartan standard ad de sd, une forme line aire 40 de (adk )*, et une
forme line aire &0 de - &1 (ads )*, tels que:
(i) 40 est re el sur (adk )* et re gulier par rapport aux racines de a
d
k
dans le centralisateur de a (=ads ) dans gC ;
(ii) /=/40+&0 (via l’homomorphisme d’Harish-Chandra #ad ).
Quitte a conjuguer ad par un e le ment de NK(a<), on peut me^me
supposer qu’il existe P # Pst avec aP=a. Ce que nous ferons dans la suite.
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On fixe une fois pour toute un choix d’un triplet (ad, 40 , &0) comme
ci-dessus. D’apre s [C, Lemme 2], la dimension de a ne de pend que de /,
ce qui justifie la de finition ci-dessous.
De finition 4. On pose i(/) :=dim a.
Dans tout ce qui suit, nous utiliserons fortement les re sultat de Carmona
(cf. [C]) concernant le terme constant d’un e le ment F de Atemp(GH, {, /)
le long d’un sous-groupe parabolique Q de G. Dans ce dernier, les de velop-
pements sont donne s le long des chambres de Weyl positives. Pour adapter
ces re sultats a nos besoins, nous avons note FQ (au lieu de FQ dans
[C, The ore me 1]) le terme constant de F le long du sous-groupe paraboli-
que de G, Q , oppose a Q. Les modifications a apporter a ce changement
de notation sont e videntes.
Proposition 1. Soit F # Atemp(GH, {, /), et Q un sous-groupe paraboli-
que _%-stable de G contenant P< . La restriction 8Q de FQ a A&P< admet un
de veloppement de type D2 , tel que:
(i) pour tout ’ # S2(8Q) et tout m # M2(8Q), tels que (8Q)2’, m est
non identiquement nulle, on a m:=0, pour tout : # 2"2QP< ,
(ii) pour tout ’ # S2(8Q), Re ’&\P< & LQ # R
+(2QP<). En particulier,
Re ’ |aQ=0,
(iii) les termes, (8Q)2’, m (’ # S2(8Q), m # M2(8Q)), du de veloppement
de type D2 de 8Q ne de pendent pas des variables z: , : # 2"2QP< .
De monstration. On dispose (cf. [C, The ore me 2]) d’une e criture de FQ
en somme finie de fonctions tempe re es, D(LQ LQ & H)-propres et {Q-sphe ri-
ques, ou {Q est la restriction a K & LQ de {. Alors, gra^ce au Lemme 5 suivi du
Lemme 6, on peut remplacer FQ par une fonction tempe re e, D(LQLQ & H)-
propre et {Q-sphe rique qu’on notera encore FQ . La proposition est alors une
conse quence du Lemme 10 et de la Remarque 5. En effet, on comple te la base
2QP< de (a
Q)* en une base 42QP< de (a<)*, par des e le ments nuls sur a
Q . Donc,
si on remplace le couple (G, 2) par (LQ , 2QP< ), le Lemme 10 s’applique a toute
fonction de finie sur LQLQ & H, tempe re e, sphe rique, et D(LQLQ & H)-
propre. Ce qui montre que 8Q est de type D2 QP< . D’autre part, le fait que les
e le ments de 42QP< "2
Q
P<
n’interviennent pas dans le de veloppement de type D2
de 8Q , implique que ce dernier peut e^tre regarde comme un de veloppement
de type D2 avec les proprie te s (i) et (iii) ci-dessus. En remplac ant encore
(G, 2) par (LQ , 2QP< ) dans la Remarque 5, et en prenant soin de noter que aQ
est la composante _ |LQ-de ploye e de LQ , le point (ii) en re sulte. Ceci ache ve la
de monstration de la proposition. K
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Corollaire 1. Pour tout ’ # (a<)*C et tout m # N2 tels que C 2’, m(8Q)
est non nul, on a:
(i) m:=0, pour tout : # 2"2QP< ,
(ii) Re ’&\P< & LQ # R
+(2QP<) et en particulier Re ’ | a Q=0.
De monstration. Gra^ce au lien qui existe (cf. [Ca.M, Remarque 5.7])
entre les e le ments de S2(8Q) et les e le ments ’ de E2(8Q), le re sultat se
de duit imme diatement de la Proposition 1. K
Proposition 2. Soient F # Atemp(GH, {, /), Q un sous-groupe paraboli-




tout ’ # (a<)*C et tout m # N2 tels que C 2’, m(8$Q){0 et Re ’ | a Q=0, on a
m:=0 pour tout : # 2"2QP< .
De monstration. En utilisant la de finition et les notations de [C, e qua-
tion (30)], on peut e crire FQ comme somme finie des fonctions, p+(Q | d&1Q F ),
+ # (aQ)*C avec Re +=0, lesquelles sont obtenues a partir du de veloppement
asymptotique de d&1Q F le long de Q . Par ailleurs, d’apre s [BS2, e quations (89)
et (93)] (le passage du cas des espaces syme triques semi-simples au cas des
espaces syme triques re ductifs est trivial (cf. e.g. preuve du Lemme 10)), on a:
p+(Q | d&1Q F, a, 0)= :
! | aQ
=+
! # (a< )*C
p!(P < | d&1Q F, e, log a) a
!, a # A&P< & LQ .
En outre, d’apre s ([C, point (ii) de la de monstration de la Proposition 4],
voir aussi [BS2, fin du section 9]), il existe d # N, tel que pour chaque
exposant, !, du de veloppement asymptotique de d&1Q F le long de P < ,
on a:
p!(P < | d&1Q F, a, 0)= :
|m|d, m # N 4
C 2’, m(8$Q) a
! logm :
 2
(a), a # A&P< .
Noter que aG agit sur chacune des applications, y [ p!(P < | d&1Q F, y), y # LQ




, on de duit de ce qui pre ce de un deuxie me de veloppe-




! # (a<)*C , m # N
2
C 2!, m(8$Q) a
! logm :
 2
(a), a # A&P< .
En tenant compte de l’unicite d’un tel de veloppement, le re sultat de coule
aussito^t du Corollaire 1 de la Proposition 1. K
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Corollaire 1. Soient F et Q comme dans la Proposition 2. Notons 8 la




(i) pour tout ! # (a<)*C et tout m # N2 tels que C 2!, m(8){0, on a:
Re !&\P< & LQ # R
+(2)
(ii) pour tout ! # (a<)*C ve rifiant Re ! | a Q=0, on a C
2
!, m(8)=0.
De monstration. L’assertion (i) se de duit par application du Lemme 6
aux restrictions de d&1Q F et FQ a A
&
P<
, gra^ce aux re sultats de la Remarque
5 et de la Proposition 1(ii).
Quant au point (ii), il re sulte imme diatement de la de monstration de la
Proposition 2. K
Remarque 6. D’apre s [Ca.M, Remarque 5.7], le point (i) du Corollaire
1 de la Proposition 2 implique que,
pour tout + # S2(8), Re +&\P< & LQ # R
+(2).
Lemme 11. Soit F # Atemp(GH, {, /), et . sa restriction a A&P< . Si
! # (a<)*C et m # N2 sont tels que C 2!, m(.){0, alors pour tout : # 2 tel que
m:{0, on a (Re !&\P< ):>0.
De monstration. Soient ! et m comme dans l’e nonce du lemme. On note
|: , : # 4, la base de a< duale de la base 4 de (a<)*C et on pose 3 :=
[: # 2 | (Re !&\P<)(|:)=0] et Q :=P2"3 . On remarque que (Re !&\P< ):
=(Re !&\P<)(|:), donc gra^ce a la de finition de 3, (Re !&\P<):=0, pour
tout : # 3. D’autre part, on a (cf. Remarque 5), (Re !&\P< ) |aG=0, donc
(Re !&\P<)(|:)=0, pour tout : # 4"2. Comme l’espace aQ est engendre par
les vecteurs |: , : # (4"2) _ 3, on en de duit que,
(Re !&\P< ) | a Q=0.
Par ailleurs, avec les notations de la Proposition 2, C 2!&\Q , m(8$Q) est e gal
a C 2!, m(.), donc non nul d’apre s l’hypothe se faite sur ! et m. En outre,
(Re !&\Q) | aQ est e gal a (Re !&\P< ) | a Q , donc nul d’apre s ce qui pre ce de.
On applique le re sultat de la Proposition 2 a !&\Q et m, et on conclut
que,
m:=0, \: # 3=2"2QP< .
Ceci joint a la condition Re !&\P< # R
+(2) (cf. Remarque 5), permet
d’achever la de monstration du lemme. K
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The ore me 2. On rappelle que / satisfait a l ’Hypothe se 1.
Soient F # Atemp (GH, {, /) et Q un sous-groupe parabolique _%-stable de
G contenant P< . Il existe, #>0, c>0 et d # N tels que:
&(d&1Q F&FQ)(exp(X ))&c(1+&XQ&)d e(#;Q+\P< & LQ )(X ), X # cl(a&P< )
ou pour X # a< , on a note XQ sa projection orthogonale sur aQ et ;Q(X) :=
sup[:(X ) | : # 7P< avec : |a Q{0].
De monstration. Soit = # ]0, 1[. Les ensembles
a<(3, =) :=[X # a< | log =:(X )0, : # 3 et :(X)<log =, : # 2"3]
3/2, forment un recouvrement de cl(a&P<). Donc, pour prouver le
the ore me, il suffit d’e tablir une majoration du type propose sur chacun
d’eux.




un de veloppement de type D2 (cf. Lemme 10 et Proposition 1), et il en va
de me^me pour leur diffe rence 8 :=8$Q&8 (cf. Lemme 5). Ceci joint au
Lemme 8, donne le de veloppement de type D2, 3 de 8, que nous noterons:
8(exp X )= :
’ # S, m # M
82, 3+, m(: 2
(exp X )) e’(X )Xm, X # a&< (3.7)
D’autre part, le Lemme 10 montre que 8$Q est de type D$2, 3 . Soit 3 :=
3 & 2QP< . Le Lemme 10 applique a FQ montre que 8Q est de type
D$2P< &LQ , 3 . Il est clair que ce de veloppement est aussi celui de type D$2, 3
de 8Q . Ceci assure, gra^ce au Lemme 5, l’existence du de veloppement de
type D$2, 3 de 8, lequel est le de veloppement (3.7), d’apre s l’argument
d’unicite (cf. Lemme 7). En particulier, les fonctions 82, 3’, m (’ # S, m # M)
sont holomorphes sur un voisinage ouvert, 0(3), de ]0, 1]3_D2"3 dans
(C*)3_D2"3. Par ailleurs, en tenant compte du fait que les ensembles
S=S2, 3(8) et M=M2, 3(8) sont finis, on voit que pour e tablir la majora-
tion de sire e, il suffit de prouver pour chaque ’ # S et chaque m # M,
l’existence de C>0, $>0 et d # N, tels que pour tout X # a<(3, =), on ait:
&82, 3’, m (: 2
(exp X)) e’(X )X m&C(1+&X Q&)d e($;Q+\P< & LQ )(X ). (3.8)
Fixons ’ # S et m # M. On de finit sur N2"3 la relation d’ordre  par, kk$
si et seulement si k$&k # N2"3, et on pose
n :=inf[k | C 2, 3’+&k , m(8){0, k # N
2"3]
ou , rappelons le, &k=: # 2"3 k::.
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Cette de finition de n conduit aise ment, gra^ce au de veloppement (3.1), a
l’e criture:
82, 3’, m (z)=z
n8 2, 3’, m (z), z # 0(3) (3.9)
ou 8 2, 3’, m , est une fonction qui a les me^mes proprie te s que 8
2, 3
’, m . Par
ailleurs, comme ’ # C(4"3), il est possible d’e crire ’=’1+’2 avec ’1 #
C(2"(2QP< _ 3)) et ’2 # C((4"2) _ (2
Q
P<
"3 )). On pose:
(\P< & LQ )2 QP<"3 :=(\P< & LQ ): : et
(\P< & LQ )3 := :
: # 3
(\P< & LQ ): :.
Alors, gra^ce a la Remarque 6 et au lien entre les e le ments de S(:=S2, 3(8))
et ceux de S2(8) (cf. de monstration du Lemme 8), on a
Re ’&(\P< & LQ )2 QP<"3 # R
+(2"3). (3.10)
D’ou l’on de duit que
Re ’1 # R+(2"(2QP< _ 3)), (3.11)
Re ’2&(\P< & LQ )2 QP<"3 # R
+((4"2) _ (2QP< "3 )).
Quant a m, on e crit m=m1+m2 avec m1 # N2"(2
Q
P<




Ceci joint a (3.9) implique, que pour tout X # a<(3, =), le terme
&82, 3’, m (: 2
(exp X )) e’(X )X m& (3.12)
est e gal a
&8 2, 3’, m (: 2
(exp X))& |Xm1 | |Xm2 | e(Re ’1+&n )(X )e(Re ’2&\P< & LQ )(X )e\P< & LQ(X )
Notons que,
:(X )=:(X Q), : # 2QP< .
Donc







D’ou l’on de duit l’existence de C0>0 et d # N, tels que
|Xm2 |C0(1+&XQ&)d.
D’autre part, d’apre s (3.11) on a, (Re ’2&(\P< & LQ )2QP<"3 )(X)0, pour tout
X # cl(a&P< ), et en particulier pour tout X # a<(3, =). En outre, &(\P< & LQ )3
est borne e sur a<(3, =) et \P< & LQ=(\P< & LQ )3 +(\P< & LQ )2 QP<"3 . D’ou l’on
de duit l’existence d’une constante C1 telle que,
|e(Re ’2&\P< & LQ )(X ) |C1 , X # a<(3, =). (3.13)
Il en re sulte que pour X # a<(3, =), le terme &82, 3’, m (: 2
(exp X )) e’(X ) Xm & se
majore, gra^ce a l’e galite (3.12), par:
C0C1(1+&XQ&)d &8 2, 3’, m (: 2
(exp X ))& |Xm1 | e(Re ’1+&n )(X ) e\P< & LQ (X).
(3.14)
Cela dit, prouver l’estimation (3.8) revient donc a montrer l’existence de
C>0 et $>0, tels que pour tout X # a<(3, =), on a
&8 2, 3’, m (: 2
(exp X))& |Xm1 | e(Re ’1+&n )(X )Ce$;Q (X ). (3.15)
Pour cela nous allons traiter se pare ment les cas suivants:
(i) Re ’1=0 et m1=0.
(ii) Re ’1{0 et m1=0.
(iii) m1{0.
 (i) On suppose que Re ’1=0 et m1=0.
Par application du Lemme 9 et puis du Corollaire 1(ii) de la Proposition 2,
on a:
C 2, 3!, m (8){0 O Re ! | aQ{0, ! # !2, 3(8), m # N
2"3. (3.16)
Mais l’hypothe se Re ’1=0, signifie que Re ’| aQ=0. Donc (3.16) implique




ve rifiant k:{0. Alors, en tenant compte de la de finition de 8 2, 3’, m (cf. (3.9)),
et par regroupement des termes dans la se rie convergente (3.1), il est
possible d’e crire:
8 2, 3’, m = :
: # 2"(2 QP<
_ 3)
z:8 2, 3’, m, :
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ou pour : # 2"(2QP< _ 3), z: est la projection de C
2 sur C[:], et 8 2, 3’, m, : des
fonctions holomorphes sur un voisinage ouvert, V(8), de ]0, 1]3_D2"3
dans (C*)3_D2"3 (cf. Remarque 4). Comme l’ensemble :
 2
(a<(3, =)) est
inclus dans la partie compacte [=, 1]3_[0, =]2"3 de V(8), les fonctions
8 2, 3’, m, : b : 2
sont donc borne es sur a<(3, =). De plus, on a:
|z:(: 2




D’ou l’on de duit l’existence d’une constante C2>0, tel que
&8 2, 3’, m (: 2
(exp X))&C2e ;Q(X ), X # a<(3, =). (3.17)
Par ailleurs, n # N2"3, donc l’application, X [ e&n (X ), est borne e sur a<(3, =).
Comme Re ’1=0 et m1=0, ceci joint a (3.17) conduit aise ment a la
majoration (3.15).
 (ii) On suppose que Re ’1{0 et m1=0.




’:: avec ’:0 et
$$ := :




|e’1(X ) |e$$;Q (X ), X # a<(3, =). (3.18)
En outre, 8 2, 3’, m b : 2
est borne e sur a<(3, =) de me^me que l’application,
X [ e&n (X ) (voir ci-dessus). D’ou (3.15), puisque m1=0.
 (iii) On suppose que m1{0.
Si k # N2"3 est tel que C 2, 3’+&k , m(8){0, par application du Lemme 9, et
puis du Lemme 11, on a:
Pour tout : # 2"(2QP< _ 3) tel que m: (=(m1):){0,
(Re ’+&k&\P< & LQ ):>0. (3.19)
Avec les notations pre ce dentes et en tenant compte de la de finition de ’1
et de (3.11), l’assertion (3.19) se traduit par:
pour tout : # 2"(2QP< _ 3), on a soit (m1):=0, soit (Re ’1+&k):>0.
90 KARIM ANKABOUT
Tenant compte de la de finition de n, cela implique que soit (m1):=0, soit
(Re ’1+&n):>0. On en de duit aise ment l’existence de C3>0, tel que
|Xm1 | e(12)(Re ’1+&n )(X )C3 , X # a&<(3, =). (3.20)
De plus, l’hypothe se m1{0 implique que Re ’1+&n{0. Donc, si on e crit
’1=: # 2"(2QP< _ 3) ’::, on a $$ :=: # 2"(2
Q
P<
_ 3) ’:+n:>0. Par conse quent,
|e(12)(Re ’1+&n )(X ) |e(12) $$;Q (X ), X # a<(3, =). (3.21)
Comme 8 2, 3’, m b : 2
est borne e sur a<(3, =), l’estimation (3.15) est une
conse quence imme diate de (3.20) et (3.21).
Le The ore me 2 est donc prouve . K
4. DE TERMINATION DU PRODUIT SCALAIRE SUR
L’ESPACE Hi(/)(GH, {, /)
Soit (ad, 40 , &0) comme au paragraphe 3.2. On fixe P # Pst avec aP=a.
On note L le centralisateur dans G de a (=ad & s & q), L=MA sa
_-de composition de Langlands et aGL l’orthogonal de aG dans a pour la
forme B (cf. 91). Pour alle ger les notations, on pose r0 :=i(/) (=dim a),
p0=dim aGL , l=dim a
G
< et l0=dim aG .
Soit LQ=MQAQ la _-de composition de Langlands de la composante de
Levi LQ d’un sous-groupe parabolique Q de G, _%-stable et contenant L< .
On dira que Q est _-cuspidal si, et seulement si, MQMQ & H admet
une se rie discre te. On note Pcusp le sous-ensemble de P forme d’e le ments
_-cuspidaux de ce dernier, Pr0 l’ensemble des e le ments Q de P ve rifiant
dim aQ=r0 , Pr0cusp :=Pcusp & P
r0, Pst, cusp :=Pcusp & Pst , et Pr0st, cusp :=Pst, cusp
& Pr0. On remarque que P # Pr0st, cusp .
Soit Q # Pst . On note W(aQ , a) l’ensemble des applications line aires de
aQ dans a induites par un automorphisme inte rieur de gC . Il re sulte de
[C, Proposition 8 et The ore me 2(a)] que:
Si F # Atemp(GH, {, /) et Q # P, on a FQ=0 si dim aQ>r0 .
De plus, si FQ{0 et dim aQ=r0 , alors Q # Pr0cusp et
W(aQ , a){<. Et en particulier, Q et P sont _-associe s,
c’est a dire que aQ et a sont conjugue s par un e le ment de K. (4.1)
Pour tout Q # Pr0st, cusp , on choisit un sous-espace, note a
d
MQ
, abe lien maxi-




sous-espace de Cartan standard de sd. D’apre s [D2, Lemme 2(iv)], pour
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tout s # W(aQ , a), il existe un e le ment ks # K d, tel que Ad(ks) induit une
bijection s~ de ad sur ad telle que:





On pose 4s :=40 b s~ | (adMQ ) et &
s :=&0 b s.
Soit P< # Pminst . On garde les notations du paragraphe 3, et on pose 2=
[:1 , ..., : l], et 4"2=[*1 , ..., * l0 ], ou les *i , i=1, ..., l0 , sont des e le ments
de (a<)* nuls sur aG< . On note Y1 , ..., Yl la base de a
G
< duale de 2, et
Z1 , ..., Zl0 la base de aG duale de 4"2. On suppose en outre que Z1 , ..., Zl0
est orthonorme e par rapport au produit scalaire induit par B sur aG . Pour
chaque i=1, ..., l, on associe le vecteur Hi de a< , de finit par:
(H, Hi )=:i (H ), H # a< .
Soit 3/2 avec Card(3)=l&p0 . On pose Q=P3 . Quitte a modifier l’ordre
des indices dans 2, on peut poser 3=[:p0+1 , ..., :l ]. On pose a
G
Q :=




RY i , aQ= :
l
i=p0+1
RH i , aQ=aGQaG . (4.3)
Si i # [ p0+1, ..., l], on note Ti la projection orthogonale de Yi sur aQ
paralle lement a aQ . La famille (Ti ) i=p0+1, ..., l forme e videmment une base




a j, iYj , i=p0+1, ..., l (4.4)
ou les aj, i sont des constantes.
On a la de composition orthogonale:
a<=aGQa
QaG . (4.5)
Pour X # a< , on e crit X=Y+T+Z, avec Y # aGQ , T # a







,(Y+T+Z) dY dT dZ, , # C c (a<) (4.6)
ou dY, dT et dZ sont respectivement les mesures de Lebesgue sur aGQ , a
Q
et aG de finies au paragraphe 1 (voir apre s l’e quation (1.7)).
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Par ailleurs, si P<( # Pminst ) est contenu dans Q, alors P< & MQ est un
sous-groupe parabolique standard minimal de MQ . Cette correspondance
est bijective. Alors (cf. (1.9) pour MQ MQ & H ), on peut de finir une mesure
dm sur MQMQ & H, MQ-invariante a gauche et telle que:
|





min |K & MQ |cl(a Q)&P< & MQ )
DP< & MQ (T ) f (k exp(T) MQ & H ) dk dT
(4.7)
pour tout f # Cc(MQ MQ & H). Ici la mesure sur K & MQ a e te choisie de
masse totale 1.
On note & &2 la norme L2 sur L2(MQ MQ & H, dm). Soit maintenant
F # Atemp(GH, {, /) et Q # Pr0. Alors, d’apre s [C, The ore me 2], on a:
FQ= :
s # W(aQ , a)
FQ, s (4.8)
ou (FQ, s)s # W(aQ , a) est une famille de fonctions de Atemp(LQ LQ & H, {Q), {Q
e tant la restriction de { a LQ & K. En raison de la dimension de aQ , pour
tout s # W(aQ , a), la restriction de FQ, s a MQ MQ & H (note e encore FQ, s),
qui est un e le ment de Atemp(MQ MQ & H, { |MQ & K , 4
s), est de carre inte grable
(cf. [C, Corollaire 1 de la Proposition 6]). De plus,
FQ, s(m exp(X))=FQ, s(m) e&
s (X), m # LQ , X # aQ . (4.9)




On notera Atemp(GH, /) (K ) l’espace forme des fonctions K-finies a gauche,
tempe re es sur GH sur lesquelles D(GH ) agit par /.
Avec les notations pre ce dentes, on a le re sultat suivant.
The ore me 3. On suppose que / satisfait a l ’Hypothe se 1.
Pour tout e le ment F de Atemp(GH, {, /) ou de Atemp(GH, /) (K ) ,
&F&22, r= :
Q # P r0st, cusp
C(Q) :
s # W(aQ , a)
&FQ, s&22 .
D’apre s (2.2) et la relation entre le terme constant d’une fonction K-finie
et le terme constant de la fonction {-sphe rique associe e, on voit qu’il suffit
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de prouver le the ore me pour F {-sphe rique. On suppose donc F {-sphe rique
dans la suite.
Nous allons commencer par citer et de montrer certains re sultats utiles
pour la de monstration du the ore me.
Notons Gl le groupe syme trique d’ordre l. Pour chaque e le ment t # Gl on




yiYi , } yt(1)< } } } < yt(l )<0=
et
Ot :=[Y+Z | Y # OGt , Z # aG].
On notera parfois OGP< , t (resp. OP< , t) au lieu de O
G
t (resp. Ot) si on veut
garder la trace de la de pendence par rapport a P< .
La famille des Ot , t # Gl , forme, a un ensemble
de mesure nulle pre s, une partition de a&P< .
(4.11)
Lemme 12. Soient t # Gl , 3t :=[:t( p0+1) , ..., :t(l )], et Qt :=P3t . Pour





&(d&1Qt F&FQt )(exp X )&
2 d 2Qt (X) DP<(X ) e
&= &X& dX=0.
De monstration. Quitte a modifier l’ordre des indices dans 2, on peut
supposer que t est l’identite de Gl . On supprime alors cet indice dans les
notations pre ce dentes. Soit X un e le ment de O. On e crit X=Y+Z, Y # OG,
Z # aG , avec Y= li=1 yi Yi et Z=
l0
i=1 z iZ i . Soit T la projection ortho-
gonale de X sur aQ paralle lement a aQ , on a T= li=p0+1 yiTi . D’apre s le
The ore me 2, il existe, #>0, c>0 et d # N, tels que pour tout X # O(/a&<),
on a:
&(d&1Q F&FQ)(exp(X ))&c(1+&T&)
d e(#;Q+\P< & LQ )(X ). (4.12)
Par ailleurs, &T&=& li=p0+1 yi Ti& se majore, a un facteur multiplicatif
pre s, par  li=p0+1 | yi |, puisque a
Q est de dimension finie. En outre, d’apre s
la de finition de l’ensemble O on a,
| yi | | yp0 |, i=p0+1, ..., l.
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D’ou l’on de duit l’existence d’une constante positive c$ telle que pour tout
X # O et T comme ci-dessus on ait:
(1+&T&)dc$(1+| yp0 | )
d. (4.13)
Comme a< est de dimension finie, toutes ses normes sont e quivalentes.








$1 \ | yp0 |+ :
p0&1
i=1
| yi |+ :
l0
i=1
|zi |+ . (4.14)
Enfin, le terme |(d 2Q DP< )(X )| e
2\P< & LQ (X ) se majore par une constante inde -
pendamment de X # O, puisque O/a&P< . On remarque que ;Q(X )=yp0 .
Ceci joint aux ine galite s (4.12), (4.13), et (4.14), implique l’existence de
C>0, $1>0, #>0 et d # N, tels que pour tout X := li=1 yi Yi+
l0i=1 ziZi # O, on a:
&(d&1Q F&FQ)(exp(X))&
2 |(d 2QDP< )(X)| e
&= &X&9=(X )
ou 9=(X) :=C(1&yp0 )
2d e(2#+=$1 ) yp0 e=$1 ( i=1
p0&1 yi&
l0
i=1 |zi | ). (4.15)
On inte gre sur l’ensemble O les deux membres de l’ine galite (4.15), puis on







ziZ i } yp0<yi<0, i=p0+1, ..., l ; yi # R&, zi # R=
qui contient O. On inte gre d’abord par rapport aux variables zi , i=1,
2, ... l0 , et yi , pour i{p0 , en remarquant que lorsque X= i=li=1 yiYi+
l0i=1 ziZi est e le ment de O$, on a yp0<yi<0, i=p0+1, ..., l. Puis, en
tenant compte de la constante d’inte gration, C$, qui est due au passage de
l’e criture d’un vecteur de a< dans une base orthonorme e a son e criture











l&p0 e(2#+$1=) yp0 dyp0 .
Comme r0=l0+p0 et #>0, de l’e galite ci-dessus on voit clairement que
lim=  0+ =r0 I==0. D’ou le lemme. K
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Lemme 13. Soit Q # Pr0st, cusp contenant P< , G l, Q :=[t # Gl | Q=P3t ]




t # Gl, Q
=r0 |
Ot




s, s$ # W(aQ , a)
|
(aQ )&P< & MQ
(FQ, s(exp T ), FQ, s$(exp T )) DP< & MQ (T) dT
ou C(Q) est de fini dans (4.10).
De monstration. On retient les notations pre ce dentes. Pour tout e le ment








yi Yt(i ) } y1< } } } <yp0<0=/aGQ .
Les ensembles 0t_0Gt _aG , t # Gl, Q , forment, a un ensemble de mesure
nulle pre s, une partition de (aQ)&P< & MQ_(a
G
Q)
&_aG . Donc, au vu de la










s, s$ # W(aQ , a)
|
0t
(FQ, s(exp T ), FQ, s$(exp T)) DP< & MQ (T ) dT
(4.16)
ou ct :=0 tG_aG e
&&Y+Z& dY dZ.
Gra^ce a la de composition (4.8) on se rame ne a l’e tude des inte grales:
I s, s$=, t :=|
Ot
=r0 ,s, s$= (X ) dX (4.17)
ou s, s$ # W(aQ , a) et ou ,s, s$= est la fonction de finie sur Ot par:
,s, s$= (X )=(FQ, s(exp X ), FQ, s$(exp X ))(d
2
QDP< )(X ) e
&= &X&.
Clairement, il suffit de traiter uniquement le cas ou t est e gal a l’identite .
Pour simplifier les e critures des formules, on omet dans ce cas l’indice
infe rieur t. Nous allons commencer par montrer que chacune des fonctions
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,s, s$= , s, s$ # W(aQ , a), est inte grable sur O, et nous inte resserons a la limite
quand = tend vers 0 de chacun des termes I s, s$= .
On de finit la fonction J QP< sur a< par:
JQP<(X ) := ‘
: # 7Q
|e2:(X )&1| p: |e2:(X )+1|q: , X # a< . (4.18)
Comme O est contenu dans a&P< , il existe C1>0, tel que:
J QP<(X )C1 , X # O. (4.19)
De plus, si X=Y+T+Z # O, avec Y # aGQ , T # a
Q et Z # aG (cf. (4.5)),
on a:
(d 2QDP< )(X )=J
Q
P<
(X ) DP< & MQ (T ). (4.20)
Mais comme la de composition (4.5) est orthogonale on a aussi:
&Y+T+Z& 12 (&Y&+&Z&). (4.21)
Alors, par application de la formule inte grale (4.6) a &,s, s$= & sur (a
Q)&P< & MQ
_aGQ_aG qui contient O, on de duit, gra^ce a l’ine galite de Cauchy Schwarz,
que l’inte grale du module de ,s, s$= sur O est majore e par:
C1 |
(aQ)&P< & MQ
&FQ, s(exp T)&2 DP< & MQ (T ) dT+
12
_\|(aQ) &P< & MQ &FQ, s$(exp T)&




e&(12) =(&Y&+&Z&) dY dZ. (4.22)
Comme chacune des restrictions des fonctions FQ, s , s # W(aQ , a) a
MQ MQ & H est de carre inte grable sur MQ MQ & H, l’ine galite (4.22) et la
formule inte grale (4.7) pour l’espace syme trique MQMQ & H impliquent
que l’application ,s, s$= est inte grable sur O. On lui applique alors le
The ore me de Fubini et la formule inte grale (4.6), on trouve:
I s, s$= ==
r0 |
0 \|0 GQ(T )_aG ,
s, s$
= (Y+T+Z) dY dZ+ dT
ou 0GQ(T) :=[Y # a
G
Q | Y+T # O
G], T # 0. Puis, par application du the ore me
de changement de variables a la transformation de a< dans lui me^me
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qui a un e le ment Y+T+Z fait correspondre l’e le ment =&1Y+T+=&1Z,
on a
I s, s$= =|
0 \|=0GQ (T )_aG ,
s, s$
= (=
&1Y+T+=&1Z) dY dZ+ dT. (4.23)
On est ramene a l’e tude de la fonction .s, s$= qui est de finie sur 0 par:
.s, s$= (T) :=|
=0 GQ (T )_aG
,s, s$= (=
&1Y+T+=&1Z) dY dZ. (4.24)
Posons + :=&s&&s$. Alors, gra^ce a la proprie te (4.9) des fonctions FQ, s ,
s # W(aQ , a) et a la relation (4.20), on a:




&1Y+T ) e +(=&1Y+=&1Z) e&&Y+=T+Z& dY dZ.
(4.25)
Comme l’ensemble =0GQ(T)_aG est contenu dans a
G
Q_aG , et + est imaginaire
pure sur aQ , ceci joint a (4.19) et a (4.21), conduit aise ment a l’estimation
suivante:
|.s, s$= (T)|C1 &FQ, s(exp T )& &FQ, s$(exp T)&
_DP< & MQ (T) |
aGQ_aG
e&(12) &Y+Z& dY dZ (4.26)
dont le deuxie me membre ne de pend pas de =, et est une fonction de T
inte grable sur 0, d’apre s ce qui pre ce de. D’autre part, un e le ment Y=
 p0i=1 yiYi de a
G
Q appartient a =0
G
Q(T) si et seulement si =
&1Y+T appartient
a OG. Ecrivant T= lj=p0+1 tjTj , alors la relation (4.4) permet d’exprimer





a1, j tj< } } } <yp0&= :
l
j=p0+1
ap0 , j tj<=tp0+1< } } } <=t l<0.
(4.27)
On note 1=0GQ (T )_aG la fonction characte ristique de =0
G
Q(T )_aG dans
aGQ_aG . Pour e tudier la limite de .
s, s$
= lorsque = tend vers 0
+, nous nous
inte resserons aux fonctions, g=, T , =>0, de finies sur aGQ_aG par:
g=, T(Y, Z) :=1=0GQ (T )_aG (Y, Z) J
Q
P<
(=&1Y+T) e&&Y+=T+Z&e +(=&1 Y+=&1Z)
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majore e par une constante positive C1 (cf. (4.19)), on a:
| g=, T(Y, Z)|C1 e&&Y+Z&, Y # aGQ , Z # aG .
Montrons que lorsque = tend vers 0+, la famille de fonctions indicatrices de
l’ensemble =0GQ(T)_aG converge presque partout vers l’indicatrice de 0
G_aG .
En effet, si (Y, Z) # 0G_aG , il existe =0>0 tel que (4.27) soit satisfaite
pour tout = ve rifiant 0<=<=0 . Re ciproquement, si (Y, Z) n’appartient pas
a 0 G_aG , ou 0 G est l’adhe rence de 0G dans aGQ , il existe =$0>0 tel que,
pour tout = ve rifiant 0<=<=$0 , la relation (4.27) ne soit pas ve rifie e. D’ou
le re sultat.





&1Y+T )=1, Y # aGQ"[0], T # a
Q
il re sulte de ce qui pre ce de que, pour tout (Y, Z) # (aGQ "[0G ])_aG , ou
0G est la frontie re de 0G dans aGQ , qui est de mesure nulle, on a:
lim
=  0+
g=, T(Y, Z)=10G_aG e
&&Y+Z&.
D’ou l’on de duit, par application du the ore me de la convergence domine e
de Lebesgue a la famille de fonctions ( g=, T)=>0 , que la limite note e c de
0C_aG g=, T (Y, Z) dY dZ lorsque = tend vers 0
+, existe et ve rifie:
c=|
0G_aG
e&&Y+Z& dY dZ. (4.28)
Ainsi, gra^ce a (4.25), on obtient:
lim
=  0+
.s, s$= (T )=c(FQ, s(exp T ), FQ, s$(exp T )) DP< & MQ (T). (4.29)
Cela joint a (4.26), permet d’appliquer une nouvelle fois le the ore me de la
convergence domine e de Lebesgue a la famille de fonctions (.s, s$= )=>0 et de
conclure que,
lim
=  0+ |0 .
s, s$
= (T )=c |
0
(FQ, s(exp T ), FQ, s$(exp T)) DP< & MQ (T ) dT
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ou encore, gra^ce a (4.23), que
lim
=  0+
I s, s$= =c |
0
(FQ, s(exp T ), FQ, s$(exp T )) DP< & MQ (T) dT. (4.30)
Traitons maintenant le cas &s{&s$, i.e. + # i(aQ)*"[0].
Pour tout (Y, Z) # aGQ_aG on pose:
g~ =, T (Y, Z) :=10G_aG (Y, Z) e
+(=&1Y+=&1Z) e&&Y+Z&
et
g$=, T :=g=, T&g~ =, T .
Comme + est imaginaire pure sur aQ , e+(=
&1Y+=&1Z) est de module e gal a 1,
et il re sulte de la discussion sur les indicatrices et des majorations qui la
pre ce de que, pour tout (Y, Z) # (aGQ"[0
G ])_aG ,




g$=, T (Y, Z)=0.
Alors par application du the ore me de la convergence domine e a la famille
de fonction ( g$=, T )=>0 , on obtient:
lim
=  0+ |0G_aG g$=, T (Y, Z) dY dZ=0. (4.31)
Par ailleurs, l’inte grale 0C_aG e
+(=&1Y+=&1Z)e&&Y+Z& dY dZ appara@^t comme
l’e valuation de la transforme e de Fourier d’une fonction inte grable sur aGQ_aG
au point =&1+. Alors, par application du lemme de RiemannLebesgue, on a:
lim
=  0 |0 G_aG g~ =, T (Y, Z) dY dZ=0. (4.32)
On de duit de (4.31) et (4.32), que
lim
=  0+ |0G_aG g=, T (Y, Z) dY dZ=0.
De manie re analogue au re sultat (4.30), on e tablit que
lim
=  0+
I s, s$= =0. (4.33)
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Rappelons que gra^ce a la de composition (4.8) on a (cf. 4.17):
=r0 |
O
&FQ(X )&2 d 2Q(X) DP<(X ) e
&= &X& dX= :
s, s$ # W(aQ , a)
I s, s$= .
Alors (4.16) se de duit de (4.30) et (4.33). D’ou le lemme. K
De monstration du The ore me 3. Pour e tudier l’inte grale I= GH &F(x)&
2
e&=(x) dx, on utilise la formule inte grale (1.9), puis (4.11) qui permet




re union disjointe (a un ensemble de mesure nulle pre s) d’ouverts OP< , t ,
t # Gl , On est ramene a e tudier une somme d’inte grales sur les ensembles
OP< , t , t # Gl , P< # P
min
st . Ensuite, pour chaque Q # P
r0
st , on regroupe toutes
les inte grales sur les ensembles OP< , t ou P< # P
min
st , P</Q, et t # G
P<





Posons PQ :=[(P< , t) | P< # Pminst , P</Q et t # G
P<
l, Q]. Il n’est past difficile
de ve rifier que l’ensemble Pminst _Gl est une re union disjointe des ensembles
PQ , Q # Pr0st . I= s’e crit donc comme somme sur Q # P
r0
st et sur (P< , t) # PQ d’in-
te grales sur OP< , t . Par application de l’ine galite de CauchySchwarz, joint






Q # P r0st, cusp
:
(P< , t) # PQ
|
OP< , t
&FQ(X)&2 d 2Q(X )
_DP< (X ) e
&= &X& dX.
D’apre s le Lemme 13 la limite du membre de droite existe est e gale a :
:
Q # P r0st, cusp
C(Q) :
& s=&s$





P< # P st
min
|
(a Q) &P< & MQ
(FQ, s(exp T), FQ, s$(exp T )) DP< & MQ (T ) dT.
(4.34)
D’autre part, gra^ce a la formule inte grale (4.7), on a:
I(Q)=|
MQ MQ & H
(FQ, s(m), FQ, s$(m)) dm.
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On de duit de ce qui pre ce de que:
&F&22, r0= :
Q # P r0st, cusp
C(Q) :
& s=&s$
s, s$ # W(aQ , a)
|
MQ MQ & H
(FQ, s(m), FQ, s$(m)) dm.
(4.35)
Pour achever la de monstration du the ore me, il nous reste a prouver le
lemme suivant:
Lemme 14. Soit Q # Pr0st, cusp , s et s$ deux e le ments distincts de W(aQ , a)
et ve rifiant &s=&s$. On a
|
MQ MQ & H
(FQ, s(m), FQ, s$(m)) dm=0.
De monstration. Il re sulte de [D2, (5.11), Lemme 5(ii) et preuve de
(iii)], que pour de montrer le lemme, il suffit de prouver que FQ, s et FQ, s$
n’ont pas la me^me valeur propre sous D(MQ MQ & H ). Avec les notations
(4.2), l’hypothe se du lemme signifie que,
&0 b s=&0 b s$.
Supposons que FQ, s et FQ, s$ ont la me^me valeur propre sous D(MQMQ & H ).
Avec les notations du de but de ce paragraphe, cela implique qu’on peut choisir
un e le ment w du groupe de Weyl W(adMQ , (mQ)C & g
d ) (contenu dans
W(adQ , g
d )) tel que,




Comme w est trivial sur aQ , gra^ce aux proprie te s des e le ments s~ et s~ $ (cf.
(4.2)), et a notre hypothe se &0 b s=&0 b s$, on a aussi
w(&0 b s~ )|aQ=&0 b s~ $| aQ .
Il en re sulte que,
w((40+&0) b s~ )=(40+&0) b s~ $. (4.36)
Mais comme 40+&0 est re gulier part rapport aux racines de adQ dans g
d,
l’e galite (4.36) implique que s~ b w&1 b (s~ $)&1 est triviale sur ad. Mais w est
trivial sur aQ , donc




Ce qui contredit notre hypothe se s{s$. Le lemme en re sulte. Cela termine
la de monstration du The ore me 3. K
The ore me 4. Toujours en supposant l ’hypothe se 1 satisfaite, on a:
(i) & &2, i(/) est une norme sur Hi(/)(GH, {, /) (resp. Hi(/)(GH, /))
de rivant d ’un produit scalaire.
(ii) Si r<i(/), Hr(GH, {, /) et Hr(GH, /) sont re duits a ze ro.
(iii) Si ri(/), on a:
Hr(GH, {, /)=Atemp(GH, {, /) et Hr(GH, /) (K )=Atemp(GH, /) (K) .
De plus, si r>i(/), & &2, r est nulle sur ces espaces.
De monstration. Soit F un e le ment non nul de Hi(/)(GH, {, /). F
appartient a Atemp(GH, {, /), d’apre s le The ore me 1. Alors, il existe (cf.
[C, Proposition 8 et Lemme 2]) un sous-groupe parabolique _%-stable Q
de G, minimal parmi les sous-groupes paraboliques _%-stables de G
ve rifiant:
FQ{0, et dim aQ=i(/).
D’autre part, si k # K & H, le terme constant de F le long de Q k :=kQ k&1
est non nul. En effet:
FQ k (kmk&1)={(k) FQ(m), m # MQMQ & H. (4.37)
Donc, quitte a conjuguer par un e le ment de NK & H (a<), on peut supposer
Q standard. Alors, d’apre s (4.1), Q # P i(/)st, cusp , de plus (cf. (4.9)), il existe
s # W(aQ , a) tel que FQ, s soit non nul. On de duit du The ore me 3 que
&F&2, i(/) est non nul. Donc & &2, i(/) est bien une norme sur Hi(/)(GH, {, /)
de rivant d’un produit scalaire.
Le lien entre fonction {-sphe rique et fonction K-finie (cf. 2.2), montre que
& &2, i(/) est aussi une norme sur Hi(/)(GH, /) (K ) .
Soit maintenant f # Hi(/)(GH, /) avec & f &2, i(/)=0. Alors, d’apre s le
Lemme 2(i) joint a ce qui pre ce de, on a:
/$ V f=0, pour tout $ # K .
Donc f=0 (cf. Lemme 2(ii)). Ceci montre que & &2, i(/) est une norme sur
Hi(/)(GH, /). D’autre part, gra^ce aux proprie te s de & &2, i(/) sur Hi(/)(GH, /)(K)
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et encore au Lemme 2, on voit que cette norme de rive d’un produit
scalaire. Ceci ache ve de prouver (i).
Montrons (ii). En tenant compte du Lemme 2 et de (2.2), on voit qu’il
suffit de prouver que tout e le ment F de Hr(GH, {, /) est nul si r<i(/).
D’apre s le The ore me 1, un tel e le ment F appartient a Atemp(GH, {, /).
Donc, F # Hi(/)(GH, {, /) (cf. The ore me 3 et apre s l’e quation (4.7)). Cela
implique, gra^ce a (i), que F est nulle si &F&2, i(/) est nulle. Il re sulte de la
comparaison de &F&2, r et &F&2, i(/) , que si F est non nulle, &F&2, r est infini.
On en de duit que F est nulle. D’ou (ii).
Pour montrer (iii), il suffit d’utiliser le The ore me 1, le The ore me 3, et la
comparaison entre & &2, r et & &2, i(/) . K
5. APPLICATION AUX INTE GRALES D’EISENSTEIN
On appelle _-sous-groupe de Levi de G, toute composante de Levi d’un
sous-groupe parabolique _%-stable contenant L< . Si L est un _-sous-groupe
de Levi de G, on note P(L) l’ensemble des sous-groupes paraboliques _%-
stables de G dont la composante de Levi est e gale a L, et Pst(L) :=Pst & P(L).
Soit L un _-sous-groupe de Levi de G et MA sa _-de composition
Langlands.
Hypothe se (a). On suppose que MM & H admet une se rie discre te, et
on choisit un sous-espace, note adM , abe lien maximal de i(m & q) contenu
dans i(m & k & q). On suppose aussi que Pst(L) est non vide.
On note W< le quotient du normalisateur NK (a<) de a< dans K par
son centralisateur. Soit W H< (resp. W
M
<) l’ensemble des e le ments de W<
admettant un repre sentant dans l’intersection de H (resp. M) avec NK(a<).
On fixe dans NK(a<) un ensemble, WM (note aussi WL), de repre sentants
des (W H< , W
M
<)-double-classes. C’est, pour tout sous-groupe parabolique
_%-stable Q de G de sous groupe de Levi L, un ensemble de repre sentants
des (H, Q)-double-classes ouvertes de G (cf. e.g. [CD1, Lemme 3]).
Pour w e le ment de NK (a<), on de finit l’involution _w de G par:
_w( g) :=w&1_(wgw&1)w, g # G.
Le quadruplet (G, _w , %, w&1Hw) ve rifie les me^mes hypothe ses que (G, _, %, H)
et on lui applique les notations de ja introduites pour de tels quadruplets.
Soit ({, V{) une repre sentation unitaire de dimension finie de K dans un
espace hilbertien. On note {M la restriction de { a KM :=K & M. On de finit:
A2(M, {) := 
w # WM
A2(MM & w&1 Hw, {M) (5.1)
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ou A2(MM & w&1Hw, {M) est l’espace des fonctions C, {M-sphe riques sur
MM & w&1Hw, qui sont de carre inte grable et D(GH)-finies. Ces espaces
sont de dimension finie (cf. [D2, Proposition 1]).
On de finit maintenant les inte grales d’Eisenstein comme dans [D3, 93.1].
Plus pre cise ment, soit P un e le ment de P(L), et & un e le ment du dual
complexe (a)*C de l’alge bre de Lie a, tel que Re(&&\P) soit strictement
dominant pour les racines de a dans nP . A tout e le ment =(w)w # WM de




si x  .
w # WM
Pw&1H
si x=namw&1H, n # NP ,
a # A, m # M, w # WM .
L’inte grale d’Eisenstein E(P, , &) est de finie pour x # GH par:
E(P, , &)(x) :=|
K
{(k&1) 9&(kx) dk. (5.2)
Cette inte grale converge et de finit une fonction de classe C, {-sphe rique
et D(GH )-finie. De plus l’application, & [ E(P, , &), admet un prolonge-
ment me romorphe a (a)*C (cf. [CD2, 93.1]).
Hypothe se (b). On suppose que  est e le ment non nul de A2(MM & H, {M)
(c’est a dire que ses composantes dans A2(MM & w&1Hw, {M), w{1, sont
nulles), et D(MM & H)-propre pour une valeur propre 4 de (adM)*.
Sous ces hypothe ses, E(P, , &), lorsqu’elle est de finie, est D(GH)-propre
pour la valeur propre 4&& du dual complexe de l’espace de Cartan standard
ad :=adM+a de s
d (cf. [D3, e quation (3.31)]).
On remarque que 4 est re el et re gulier par rapport aux racines de adM
dans mC . Donc, si & est un e le ment de ia* re gulier par rapport aux racines
de a dans g, 4+& est re gulier par rapport aux racines de ad dans gC .
Hypothe se (c). On suppose de plus que & # ia*, que 4&& est re gulier
par rapport aux racines de ad dans gC, et que E(P, , &) est bien de finie.
Soit ($, V$) une repre sentation unitaire irre ductible de M. On note
(V&$ )
M & H
disc l’espace des vecteurs distributions, ’ # V
&
$ , qui sont M & H-
invariants de carre inte grable, i.e. tels que les coefficients, m(M & H ) [
($$(m) ’, v) , v # V $ , soient de carre inte grable sur MM & H. On note
C(K, $, {) l’espace des invariants sous K_KM de C(K)V $ V{ , ou
K agit sur le premier facteur par repre sentation re gulie re gauche, triviale-
ment sur le deuxie me, et par la repre sentation { sur le troisie me, et ou KM
agit par repre sentation re gulie re droite sur le premier facteur, naturellement
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sur le deuxie me, et trivialement sur le troisie me (cf. [CD2, e quation (2.5)].
On note A2(MM & H, {M)$ l’espace engendre par les fonctions f’ , f #
C(K, $, {), ’ # (V &$ )
M & H
disc , de finies pour m # M par:
f’(mM & H ) :=($$(m) ’, f (e)) ( # V{).
Hypothe se (d). On suppose en outre que  est e le ment de
A2(MM & H, {M)$.
Comme  est e le ment de A2(MM & H, {M)$, D(MM & H )-propre pour
la valeur propre 4 de (iadM)*,  est dans l’espace engendre par les e le ments
f’ avec f # C(K, $, {) et ’ # (V &$ )
M & H
disc , D(MM & H )-propre pour la
me^me valeur propre 4.
On note +P($, &) le facteur de Plancherel de fini dans [CD2, apre s
l’e quation (3.8)].
The ore me 5. Avec l ’ensemble des hypothe ses ci-dessus, on a:
&E(P, , &)&22, dim a=C+P($, &)
&1 &&22
ou C :=a e
&&X& dX.
Pour de montrer le the ore me nous aurons besoin du re sultat suivant:
Lemme 15. Soit P1 , P2 , ..., Pn un ensemble de repre sentants dans Pst(L)
des classes de conjugaisons d ’e le ments de P(L). Alors,
(i) L’ensemble des e le ments re guliers par rapport aux racines de a
dans g, areg, est e gal a la re union disjointe des ensembles w(aP i ), w # W(a)
(:=W(a, a)), i=1, ..., n.







De monstration. Soit X # areg. On peut choisier Q # P(L) tel que X # a&Q .
En effet, il suffit de poser nQ :=: # 7(g, a), :(X )<0 g:. Alors Q est conjuge a
l’un de Pi par un e le ment de G. D’apre s [D2, Lemme 2(i)], Q et Pi sont
conjugue s par un e le ment k de K, lequel normalise a et induit donc un
e le ment de W(a) qui conjugue a&Q et a
&
Pi
(car la forme biline aire B est
Ad(G )-invariante).
Ceci prouve que areg est e gal a la re union annonce e. Il reste a voir que
celle-ci est disjointe. Soit X # w(a&Pi ) & w$(a
&
Pj
), ou w, w$ sont des e le ments
de W(a) admettant respectivement k, k$ comme repre sentants dans NK(a<).




donc Q=Q$. Par suite i=j, donc k&1k$ normalise Pi . Alors k&1k$ # K & Pi=
K & M. On en de duit que w=w$ comme de sire . Ceci ache ve de prouver (i).
En tenant compte de (i), pour de montrer (ii), il suffit de remarquer que
le comple mentaire de areg dans a est de mesure nulle, que les e le ments de
W(a) sont des isome tries, et que la fonction a inte grer est invariante par les
isome tries. K
De monstration du The ore me 5. On pose F=E(P, , &).
On choisit un sous-groupe parabolique minimal de G_% contenu dans P ,
de finissant une notion auxilliaire de sous-groupe parabolique _%-stable
standard pour appliquer le The ore me 3.
Alors, on a:
&F&22, dim a= :
Q # P dim ast, cusp
C(Q) :
s # W(aQ , a)
&FQ , s&22 . (5.3)
Comme FQ est nulle chaque fois que Q n’est pas _-associe a P ou n’est pas
_-cuspidal (cf. (4.2)), la somme ci-dessus peut e^tre vue comme la somme,
sur tous les e le ments Q de Pst qui sont _-associe s a P ( # P(L)), des
sommes sur les s # W(aQ , a) de C(Q) &FQ , s&22 . Il en re sulte, que chacun des
sous-groupes paraboliques Q qui intervient est conjuge a un e le ment de
P(L). Donc, avec les notations du lemme pre ce dent, chacun des Q ( # Pst)
qui intervient dans le calcul de la somme pre ce dente est conjuge a un
unique e le ment Pi de Pst(L). Par ailleurs, on sait (cf. [D2, Lemme 10(iii)])
que dans chaque (W H< , W
M
<)-double-classe w dans W< , il existe un unique
e le ment wPi # W<W
M
< tel que P
wPi soit standard. De plus, si on note WPi





pour chaque i=1, ..., n, l’application qui a x e le ment de WPi associe xPix
&1
est une bijection entre WPi et l’ensemble des e le ments de Pst qui sont
conjugue s a Pi , et on a:
C(xP ix&1)=C(Pi ).
Il en re sulte que (5.3) s’e crit aussi:






s # W(aPiw , a)
&FP iw , s&
2
2 . (5.4)
Mais l’image de WM dans W<W M< est, comme WPi , un ensemble de repre sen-
tants des (WH< , W
M
<)-doubles-classes dans W< . Par ailleurs, si k # K & H, on
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a de ja compare les termes constants F Piw et F P ikw de F respectivement le long





k (cf. (4.37)). Ceci permet de
remplacer dans l’e galite (5.4), chacun des ensembles WPi , i=1, ..., n, par WM .
D’ou l’on de duit que:






s # W(aP iw , a)
&F P iw, s&
2
2 .
Mais, pour w # WM , on a w&1 # W(aP iw , a) et W(aP iw , a)=[sw
&1 | s # W(a)].
Donc,










Mais, d’apre s la de finition des fonctions C (cf. [CD2, The ore me 1]), on a:
:
w # Wm
&FP iw, sw&1 &
2
2=&CPi | P (s, &) &
2
2 .
Mais d’apre s les relations de Maass Selberg (cf. [CD2, The ore me 2(i)]),
&CPi | P(s, &)&2=&CP | P(1, &)&2 .
En outre, si on note CP | P(1, &)* l’ope rateur adjoint de CP | P(1, &), alors
d’apre s [D3, apre s l’e quation (3.14)], l’ope rateur CP | P(1, &) CP | P(1, &)* se
diagonalise est e gal sur A2(MM & H, {M)$ a l’homothe tie de rapport
+P($, &)&1. Donc,
&CP | P(1, &)&22=+P($, &)
&1 &&22 .
Finalement:




C(Pi )+ Card(W(a)) &&22 . (5.5)
Le the ore me s’en de duit gra^ce au Lemme 15(ii). K
Le _-sous-groupe de Levi L=MA e tant fixe (voir de but de ce paragraphe),
soit P un e le ment de P(L), ($, V$) un e le ment du dual unitaire de M, et & un
e le ment de (a)*C . On note (?P$, & , I
P
$, &) la se rie principale ge ne ralise e corres-
pondante. Ici I P$, & est l’espace des fonctions C
, .: G  V $ ve rifiant .( gman)
=$(m&1) a&&&\P.( g), g # G, m # M, a # A, n # NP , et le groupe G agit par
repre sentation re gulie re gauche. La restriction des fonctions a K induit un
isomorphisme de I P$, & sur l’espace note C
(K, $), ou I$ , des fonctions C,
108 KARIM ANKABOUT
.: K  V $ ve rifiant .(km)=$(m
&1) .(k), k # K, m # M & K. On note ? P$, & la
repre sentation de G dans I$ de duite de ?P$, & par transport de structure. On note
V($) :=(V&$ )
M & H
disc . Le produit scalaire L
2 permet de de finir un produit
scalair sur cet espace [CD2, (1.6)].
On suppose que Re(&&\P) est strictement 2P-dominant. Soit ’ # V($).
On dispose d’une fonction continue sur G a valeurs dans V&$ , j(P, $, &, ’),
H-invariante a gauche valant ’ en l’identite de G et se transformant par
a&&\P $$(m&1) sous la translation a droite par man, m # M, a # A, n # NP .
Ces proprie te s sont caracte ristiques de cette fonction qui de termine un
vecteur distribution H-invariant de ?P$, & (cf. [CD1, (2.4.6)]). On notera
j (P, $, &, ’) la forme line aire continue correspondante sur C(K, $).
L’application & [ j (P, $, &, ’) se prolonge en un fonction me romorphe sur
(a)*C a valeurs dans le dual topologique de C(K, $), qu’on note de me^me.
The ore me 6. Soit . un e le ment K-finie de C(K, $), ’ # V($), D(MM & H)-
propre pour une valeur propre 4 de (adM)*, et & # ia*, tels que 4&& soit







|( (? P$, &)$ ( g) j (P, $, &, ’), .) |
2 e&=(x) dx
=C(+P($, &))&1 &’&2 &.&2
ou C :=a e&&X& dX, +P($, &) a e te de fini ci-dessus, et ou &’& est de finie dans
[CD2, e quation (1.5)].
De monstration. On de finit les ‘‘inte grales d’Eisenstein’’ en posant:
E(P, $, &, ’, .)( gH) :=( (? P$, &)$ ( g) j (P, $, &, ’), .) , ’ # V($), g # G.
(5.6)
On dispose du lien entre les inte grales d’Eisenstein et les ‘‘inte grales
d’Eisenstein’’ (cf. [CD2, 93.1]). Ceci joint a la relation qui existe entre les
fonctions {-sphe riques et les fonctions K-finies (cf. (2.2)), permet de conclure
gra^ce au The ore me 5 et a la de finition du produit scalaire sur l’espace V($)
(cf. [CD2, (1.6)]). K
Remarque 7. Comme les ‘‘inte grales d’Eisenstein’’ sont des coefficients
ge ne ralise s, ce the ore me fournit des relations d’orthogonalite de Schur
ge ne ralise es.
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